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Аннотация. Рассмотрена механика контактного взаимодействия жесткой сферы с 

двухслойным упругопластичным полупространством (топокомпозитом), 

имитирующим поверхность с тонким защитным покрытием. Установлены 

закономерности изменения деформационно-силовых параметров контакта и некоторых 

эффективных характеристик (предельного внедрения и предела текучести) за счет 

деформационного упрочнения материала основы слоистого тела. Полученные 

результаты могут быть использованы для установления связей: a) характеристик 

вдавливания в упругопластичный материал и одноосного растяжения и б) значений 

механических характеристик компонентов упругопластичного слоистого тела с 

величинами  композиционной твердости  упрочненной поверхности.   

 

 

1. Введение 

С появлением методов упрочнения деталей машин концентрированными потоками 

энергии и вещества стало возможным получение высококачественных покрытий, 

толщина которых невелика, но эффективность выше, чем у компонентов, образующих 

слоистую поверхностную систему, при работе последних в виде объемных компактных 

материалов и аналогичных условиях трения. Такие поверхностно-слоистые 

конструкционные материалы получили названия топокомпозитов [1], отличительные 

свойства которых проявляются при определенных значениях ряда геометрических и 

механических характеристик компонентов слоистого тела. Механические 

характеристики  материала основы, в качестве которого в большинстве случаев 

используются металлические материалы, характеризуют упругие и пластические 

свойства. Большинство металлических материалов склонно к упрочнению при 

деформировании в упругопластической области. Вклад деформационного упрочнения 

материала основы в деформационно-силовые параметры контакта жесткой сферы с 

упругопластичным топокомпозитом представляет значительный интерес, как в 

теоретическом, так и практическом плане. 

 

2. Состояние вопроса 

Упругие и пластичные характеристики объемных материалов устанавливают в 

результате испытаний модельных образцов на одноосное растяжение. В 

экспериментально полученной диаграмме растяжения можно выделить участок 

равномерной пластической деформации  (нелинейная возрастающая с деформацией 

зависимость). Для расчетов на прочность проводят аппроксимацию 

упругопластической области диаграммы деформирования.  

Оценить упругие и пластические свойства материалов, находящихся в виде 
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готового изделия, а тем более с поверхностным модифицированным слоем или 

покрытием, испытанием на растяжение не представляется возможным. Для таких 

случаев используют безобразцовые методы испытаний и, в частности, наиболее 

развитые сегодня, методы инструментального индентирования. Результаты 

экспериментальных исследований по внедрению сферических и пирамидальных 

инденторов в объемные материалы различной природы могут быть использованы для 

идентификации и установления связей характеристик вдавливания в 

упругопластический материал и одноосного растяжения. 

Сегодня существует ряд методик перехода от диаграммы внедрения к кривой 

упрочнения при растяжении. В частности в работе [2] показано, что установлена 

пригодность некоторых упрощенных аналитических моделей, описывающих сложное 

напряженное состояние тел несогласованной формы при контакте. Рассмотрена и 

проанализирована модель нелинейного упругого материала со степенным законом 

связи напряжении и деформаций: 
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Из сопоставления диаграмм при растяжении и при вдавливании сферического 
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Было показано [2], что для материала со степенным упрочнением величина    

незначительно изменяется с изменением n от 1 до ∞ и ее значение удовлетворительно 

согласуется с эмпирической формулой Табора           независимо от конкретного 

варианта кривой напряжение деформация. 

При внедрении сферического индентора в поверхностно слоистое тело 

(топокомпозит) надо учитывать эффективные значения упругих характеристик и 

предела текучести в связи с участием в деформировании материала покрытия и 

материала основы, а также место зарождения и характер развития пластической 

деформации при возрастании нормальной нагрузки [3]. 

В работе [4] на основе рассмотрения механики контактного взаимодействия 

жесткой сферы с идеально упругим и упругим жесткопластичным двухслойным 

полупространством была разработана математическая модель, позволяющая 

рассчитывать деформационно-силовые параметры контакта и ряд эффективных 

характеристик слоистого тела с любым набором значений толщины покрытия, радиуса 

сферического индентора, нагрузки, упругих и пластических характеристик материалов, 

составляющих слоистое тело. Результат был достигнут за счет рассмотрения 

дополнительного модельного двухслойного полупространства, которое состоит из 

верхнего слоя толщиной t1, опирающегося на основание, имеющее толщину Hc (Hc=H – 

t0). Верхний слой t1 представлял собой слой той же толщины из компактного материала 

с характеристиками материала покрытия, нагруженного жесткой сферой и с усилием, 

аналогичными условиям нагружения реального двухслойного образца. Нижнее 

основание модельного двухслойного полупространства толщиной Hc представляло 

собой часть компактного материала  с характеристиками материала основы 

топокомпозита, нагруженного жесткой сферой и с усилием, аналогичными условиям 

нагружения реального двухслойного полупространства. Более подробно методика 

получения аналитических зависимостей изменения глубины внедрения от толщины t1 

верхнего слоя и процедура преобразования модельного двухслойного 

полупространства в двухслойное исследуемое (реальное) полупространство приведены 

21Механика контактного взаимодействия жесткой сферы...



в работе [4]. 

В результате был получен ряд аналитических выражений для определения 

деформационно-силовых параметров контакта и эффективных характеристик 

поверхностного объема идеально упругого и упругого жесткопластичного 

двухслойного полупространства при внедрении в его поверхность жесткой сферы 

радиуса R: 

- в упругой области деформирования: 

-глубина внедрения: Фc  0 ; 

- радиус контакта: Фaa  0 ;   

- давление в центре контактной площадки      1

000

 Фpp
c

; 

- эффективный коэффициент упругости 2/3

0 ФKKc  ;         (3) 
 

- в момент наступления пластической деформации: 

- предельная глубина внедрения: Фкркр

c  0 ; 

- предельный радиус контакта: Фaa кркр

с  0 ; 

- эффективный предел текучести 
 
  2/3

2/1

0
Ф

Ф
ТТc
  ; 

- несущая способность:

 

 

  2/3

2/3

0
Ф

Ф
PPc  ,            (4) 

 

где 1E - модуль нормальной упругости материала покрытия, 1 - коэффициент Пуассона 

материала; 
1T - предел текучести материала; 

0E - модуль нормальной упругости 

материала основы, 
0 - коэффициент Пуассона материала основы; 

0T  - предел 

текучести материала основы; 
с - внедрение сферического индентора в идеально 

упругий однослойный топокомпозит; 
0  - внедрение сферического индентора в 

однородное полупространство, имеющее упруго-пластические характеристики 

материала основы топокомпозита; 0

2

00 /)1( EK  , 1

2

11 /)1( EK   - упругие 

константы компонентов  однослойного топокомпозита; Ф - упруго-геометрический 

параметр: )/()(
0

0

0

0 



n

j

j

j

m

i

i

i tBtAФ ; 000 / att  ;  KfAj  ,  KfB j  ; – 

коэффициенты двухточечной Паде аппроксиманты; 01 / KKK  ; 
0a  - радиус пятна 

контакта, рассчитываемый для среды с упругими характеристиками материала основы 

при упругом внедрении в нее жесткой сферы радиуса R с силой P;  
00p - давления в 

центре контактной площадки однородной среды с упругими характеристиками 

материала основы при упругом внедрении в нее жесткой сферы радиуса R с силой P; 
кр

0 , крa0 - предельные внедрение и радиус контакта, рассчитываемый для среды с 

упругими характеристиками материала основы; кр

с  - предельное внедрение в 

однослойный топокомпозит; 
01

/ TTY  ; кр
ahh 0/ ; Ф - предельный упруго-

геометрический параметр, диапазон существования которого  для 

; ; при : 2/3
000 )/(/ 
кркр

atah ; при II 2(0.31 )kM = /T : 

3/2

0 0 0/ ( / )(0.31 )кр кр

kh a t a /T Φ ; при : 3/2 3/2

0 0 0/ ( / )( / )кр крh a t a Φ K ; 
2 131

0 0 0 02 2
[ (1 ) (1 )(1 arctg(1/ ))]kT t t t     , 

0 0 0/кp крt t a . 

В данной работе рассматривается механика контактного взаимодействия жесткой 
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сферы с двухслойным упругопластическим полупространством с целью установления 

закономерностей изменения деформационно-силовых параметров контакта и 

некоторых эффективных характеристик (несущей способности и предела текучести), 

учитывающих способность деформационного упрочнения материала основы слоистого 

тела. 
 

  
Рис. 1. Расчетная схема контактирования 

жесткой сферы с упругопластичным 

двухслойным полупространством при 

статическом внедрении. 

Рис. 2. Расчетная диаграмма внедрения 

жесткой сферы в упругопластическое и 

упругие жесткопластичные 

полупространства (пояснения в тексте). 
 

3. Постановка задачи 

Рассмотрим механику контактного взаимодействия жесткой сферы радиуса R с 

двухслойным упругопластическим полупространством (однослойным 

топокомпозитом), поверхностный слой (покрытие) которого когерентно связан с 

основой (подложкой) (рис. 1). Пусть материал покрытия имеет толщину h, упругие 

характеристики - модуль нормальной упругости 1E , коэффициент Пуассона 1  и 

предел текучести 
1T , а материал основы – характеристики 

0E , 
0  и 

0T . Примем 

также, что материал основы способен упрочняться при нелинейной деформации по 

степенному закону (1), а покрытие является упругим жесткопластичным материалом. 

 

4. Методика решения задачи 

Рассмотрим вначале характерные особенности процессов деформирования 

упругопластического и упругого жесткопластического компактных однородных  

материалов при внедрении в их поверхность жесткой сферы радиуса R. Для этого 

воспользуемся результатами исследований, представленных в работах [5, 6]. 

Обобщение этих результатов представлено на рис. 2. В частности, кривая 0с1d1 

описывает процесс деформации упругого жесткопластичного однородного материала с 

пределом текучести σ
Т 

. Участок 0с
1
 соответствует упругой деформации материала, а 

кривая с
1
d

1 
– процессу пластической деформации. Кривая 0с2d2 

 
описывает процесс 

деформации упругого жесткопластического однородного материала, с пределом 

текучести σ
В
≡НМ (предельно упрочненный материал). Кривая 0c1Bd0 описывает 

процесс внедрения жесткой сферы в упругопластическое однородное полупространство 

в условных напряжениях. Среднее давление в контакте в точке В характеризует 

твердость по Бринеллю HB. Участок 0c
1
 описывает упругую деформацию 

упругопластического материала при контактном взаимодействии твердого тела с 
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жестким сферическим индентором. Покажем, что этот участок, есть прямая линия и, 

следовательно, она может сопоставляться с участком упругого деформирования при 

одноосном растяжении: 
 

   
 

   
  

 

 

  

(    
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где  2
004

3
0 1/  ЕЕ ;   03
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0 /1 КЕК   .  

Кривая 0с1BRS описывает процесс упругопластического деформирования однородного 
материала в истинных напряжениях. Область кривой с

1
B

R
S представляет собой процесс 

деформационного упрочнения со степенным законом при контактном взаимодействии. 

Анализ показывает, что значение радиуса лунки, характеризующее начало нелинейного 

деформирования упругопластического материала соответствует величине          (см. 

рис. 2). Тогда соответствующие этому условию значения относительного радиуса 

отпечатка (     ) будет 0.01, в единицах относительной деформации при одноосном 

растяжении eR – 0.002 (0.2 %) и  в единицах нормированной относительной деформации 
(     ) – 1. Значение радиуса лунки, характеризующее условный предел прочности при 

измерении твердости по Бринеллю (по Виккерсу) соответствует величине        . 

Тогда соответствующие этому условию значения в единицах относительного радиуса 

отпечатка (     ) будет 0.4, в единицах относительной деформации eR – 0.08 (8 %) и  в 

единицах нормированной относительной деформации (     ) – 40. Отсюда следует, что 

кривую с
1
B

R
S  можно пересчитать в кривую деформационного упрочнения при 

одноосном растяжении и обратно. 
Решение исследуемой в работе контактной задачи о внедрении жесткой сферы в 

упругопластичное двухслойное полупространство в области нелинейного изменения 

напряжения от деформации с использованием разработанной методики, применяемой 

для упругих жесткопластичных тел, возможно лишь при условии использования метода 

переменных параметров упругости. Метод переменных параметров упругости сводит 

решение задач деформационной теории пластичности к решению последовательности 

обычных задач упругости.   

С учетом принятого степенного закона деформационного упрочнения и представления 

области нелинейной упругопластической деформации как области  упругого 

деформирования с переменным модулем упругости  можно записать, что в диапазоне 

деформации        (     ), отвечающей нелинейному закону изменения напряжения, 

работает следующий закон изменения модуля упругости материала:  
 

     (
  

  
)
   

.              (5) 
 

Установим связь и соответствие между  текущими значениями напряжения и 

относительной деформации для нелинейной части диаграммы внедрения  и модой 

максимальных касательных напряжений и глубиной ее расположения на оси 

симметрии контакта при внедрении жесткой сферы в однородное полупространство из 

материала основы (рис. 3).  

Предельные значения радиусов отпечатков для точек с1 и BR, при которых 

наступает пластическая деформация: 
 

 
 

где   - известный числовой коэффициент решения Герца о внедрении сферы в 

поверхность твердого тела. Откуда следует:    
  

   
  

      . 
Расположение моды максимальных касательных напряжений для однородного 
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твердого тела:      
  

     - для тела с характеристиками материала основы E0 и σ0; 

      
  

     - для тела с характеристиками материала ER  и σR. 
 

 
 

Рис. 3. Характер изменения напряженного состояния материала основы топокомпозита 

в соответствии с диаграммой внедрения жесткой сферы в упругопластичный материал 

основы топокомпозита. 
 

Пересчитаем последнее выражение:       
  

           
  

(
  

  
)        

  (    )  

   . 
Следовательно, можем записать:     

  
 (      ). Сравнивая с       (    ) 

имеем:  
 

  

  
   

 

  
  ;       

(  
  

(  
  

)
 

)

 

;       (  
  

(  
  

)
 

)

   

.         (6) 

 

Анализ напряженного состояния на оси симметрии контакта сферы с 

поверхностью однородного полупространства из материала основы будем вести с 

учетом изменения размеров отделяемой ее части (толщиной t0) для последующего 

замещения ее частью материала (толщиной t1) твердого тела с характеристиками 

материала покрытия для получения модельного двухслойного полупространства. 

 

5. Результаты и обсуждение результатов 

Из дальнейшего анализа напряженного состояния материала твердого однородного 

тела на оси симметрии z из материала основы топокомпозита можно выделить ряд 

состояний (сценарий), дающих возможность математического описания процесса 

внедрения жесткой сферы в двухслойное упругопластическое полупространство.  

В случае замены верхнего слоя материалы основы толщиной     ̅
 
    (  

  
)
 
 

(сценарий 1) на слой толщиной (  )
  из верхней части однородного полупространства с 

характеристиками материала покрытия, глубина внедрения в двухслойный модельный 

композит рассчитывается по аналитической зависимости, аналогичной зависимости для 

упругого жесткопластического двухслойного полупространства с малой толщиной 

покрытия (см. выражение (4)): 
 

   IкрIкр

c Ф 0 ,              (7) 
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где   3ФФ
I
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II кр I
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)
 
}       . 

В случае замены верхнего слоя материалы основы толщиной {    (  )
  }, где  

       ̅
  

   (  
  

)
  

 (сценарий 2), на слой толщиной {(  )
   (  )

  } из верхней части 

однородного полупространства с характеристиками материала покрытия, мода 

максимальных касательных напряжений изменяется с увеличением толщины (  )
   по 

принятому закону деформационного упрочнения, определяется по формуле (6), всегда 

располагается в оставшейся части материала основы и величина внедрения в 

двухслойное модельное полупространство рассчитывается по следующей 

аналитической зависимости: 
 

   IIкрIIкр

c Ф 0 ,              (8) 
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В случае замены верхнего слоя материалы основы толщиной {   (  )
   }, где 

      ̅
   

   (  
  

)
 
 (сценарий 3), на слой толщиной {(  )

   (  )
   (  )

   } из верхней 

части однородного полупространства с характеристиками материала покрытия, мода 

максимальных касательных напряжений изменяется с увеличением толщины (  )
    от 

      до    
 и величина внедрения в двухслойное полупространство на участке (  )

    

рассчитывается по следующей аналитической зависимости: 
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В случае замены верхнего слоя материалы основы толщиной {(        ) (  )
  }, где 

(        )     ̅
  

     (сценарий 4), на слой толщиной {(  )
   (  )

   (  )
     (  )

  } из 

верхней части однородного полупространства с характеристиками материала покрытия, 

величина внедрения в двухслойное полупространство на участке (  )
   рассчитывается 

по следующей аналитической зависимости, аналогичной зависимости для упругого 

жесткопластического двухслойного полупространства с большой толщиной  покрытия 

(см. выражение (4)): 
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Полученные выражения (7) – (10) позволяют рассчитывать значения предельного 

внедрения жесткой сферы в поверхность упругопластичного двухслойного твердого 

тела от толщины поверхностного слоя, механических характеристик компонентов 

приповерхностного объема, параметров закона деформационного упрочнения 

материала основы и условий нагружения. В частности, на рис. 4 представлены 

зависимости изменения значений предельного внедрения жесткой сферы в 

упругопластичный однослойный топокомпозит от толщины покрытия для ряда 

значений показателя степени в законе деформационного упрочнения материала основы.  

Там же для сравнения приведены зависимости величины предельного упругого  

внедрения сферы в двухслойную упругую жесткопластичную среду с параметрами 

K=0.5 Y=4 и K=0.5 Y=1.33. Область A – область деформирования топокомпозита за счет 
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деформационного упрочнения материала основы. Области В1, В2, В3 – области 

деформирования топокомпозита при наличии предельно упрочненного материала 

основы и жесткопластичного материала покрытия. Области С1, С2, С3 – области 

пластического деформирования материала покрытия и упругого деформирования  

предельно упрочненного материала основы. 
 

 
 

Рис. 4. Зависимости величины предельного упругого внедрения сферы в двухслойную 

упругопластичную среду c параметрами K=0.5, Y=4 от толщины покрытия для ряда 

значений показателя степени в уравнении деформационного упрочнения m=0.25 (1), 

m=0.3 (2), m=0.34 (3). Кривые 3 и 4 представляют зависимости величины предельного 

упругого  внедрения сферы в двухслойную жесткопластичную среду с параметрами  

K=0.5, Y=4 (4) и K=0.5, Y=1.33 (5). 
 

Используя ранее установленные соотношения (4) можно получить и 

проанализировать зависимости для определения значений ряда эффективных 

характеристик (несущей способности, эффективного предела текучести, 

композиционной твердости) приповерхностного объема двухслойного упруго-

пластичного твердого тела. В частности, на рис. 5 приведены зависимости изменения 

эффективного предела текучести приповерхностного объема двухслойного твердого 

тела с параметрами K=0.5, Y=4 при внедрении в его поверхностный слой жесткой 

сферы. Рассмотрены три варианта слоистого твердого тела – упругое жесткопластичное 

(см. кривую 1 на рис. 3) с параметрами K=0.5, Y=4, упругое жесткопластичное (см. 

кривую 2) с параметрами K=0.5 Y=1.33 и упругопластичное со степенным законом 

упрочнения       
(     )

    (см. кривую 4 и кривую 3) с параметрами K=0.5, Y=4 

(прямая задача - кривая 4 и обратная задача, кривая 3).  

Прямая контактная задача реализуется для слоистого тела, у которого при 

внедрении сферического штампа зарождение пластической деформации первоначально 

происходит в материале основы и деформационное упрочнение материала основы 

происходит при возрастании толщины покрытия (см. кривую 4, сплошные стрелки 

указывают направление увеличения деформации), а обратная задача - когда зарождение 

пластической деформации первоначально происходит в материале покрытия и 

деформационное упрочнение материала основы реализуется при уменьшении значения 

толщины покрытия (см. кривую 3, пунктирные стрелки указывают направление 

увеличения деформации). Для прямой контактной задачи характерно появление  

области D – области пластической деформации материала основы, области А – области 
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деформационного упрочнения материала основы, области В – области деформирования 

предельно упрочненного материала основы и области С – области пластической 

деформации материала покрытия. Для обратной  упруго-пластичной контактной задачи  

характерно появление вначале области С* – области пластической деформации 

материала покрытия, затем области А* – области деформационного упрочнения 

материала основы, далее области В* – области деформирования предельно 

упрочненного материала основы и упругого жесткопластичного материала покрытия и, 

наконец, области D* – области пластического деформирования материала основы. 

Кривые 1 и 2 на рис 5 представляют характер деформирования слоистых упругих 

жесткопластичных твердых тел при прямой контактной задаче и приводятся для 

сравнения.  
 

 
 

Рис. 5. Зависимости эффективного предела текучести приповерхностного объема  для 

ряда твердых тел при внедрении жесткой сферы от толщины покрытия: 1, 2 – упругое 

жесткопластичное двухслойное тело с параметрами K=0.5, Y=4 (1) и K=0.5, Y=1.33 (2); 

3, 4 – упругопластичное двухслойное тело с параметрами K=0.5, Y=4, m=0.3 в условиях 

прямой контактной задачи (4) и обратной (3). 
 

Аналитическая зависимость (4) для расчета эффективного предела текучести 

двухслойного полупространства также [3] описывает изменение эффективной 

твердости топокомпозита от толщины поверхностного слоя в случае применения 

упругих жесткопластичных слоистых тел (из слабо упрочняемых или предельно 

упрочненных материалов). Решение в данной работе упругопластической контактной 

задачи с использованием метода переменных параметров упругости позволяет 

рассчитать значение теоретической твердости поверхности топокомпозита во всем 

возможном диапазоне изменения толщины покрытия топокомпозита по заранее 

известным значениям твердости материала основы, модулей упругости, и закона 

деформационного упрочнения материала основы топокомпозита.  

 

6. Заключение 

В результате рассмотрения  механики контактного взаимодействия сферического 

штампа с двухслойным упругопластическим полупространством, имитирующим 

упрочненную покрытием твердую поверхность, показана возможность учета 

деформационного упрочнения материала основы топокомпозита на характер 

деформирования слоистых систем. Получены аналитические  выражения для расчета 
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деформационно-силовых параметров контакта и ряда эффективных характеристик 

приповерхностного объема двухслойного упругопластичного твердого тела в 

зависимости от толщины покрытия, механических характеристик компонентов 

слоистой системы и параметров деформационного упрочнения материала основы. 

Полученные результаты могут быть использованы для установления связей: а) 

характеристик вдавливания в упругопластический  материал и одноосного растяжения 

и б)  значений механических характеристик компонентов упругопластичного слоистого 

тела с величинами  композиционной твердости  упрочненной поверхности.   

 

Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки, Соглашение 

№14.607.21.0040 от 22.07.2014 г., проект RFMEFI60714X0040. 
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Abstract. The mechanics of contact interaction of a rigid sphere with a two-layer elastic-

plastic half-space (topocomposite) that simulates the surface with a thin protective coating is 

considered. The changes in strain-force contact parameters and certain characteristics of 

effective (bearing capacity and yield stress) due to strain hardening of the base material of the 

laminated body are obtained. The results can be used to establish relation between: a) the 

characteristics of the indentation in the elastic-plastic material and uniaxial tension and b) the 

values of the mechanical characteristics of the components of the layered elastoplastic body 

and the values of the composite hardness hardened surface.  
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