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Аннотация. Проведен анализ напряженно-деформированного состояния материалов с 

упрочненным слоем, полученным при воздействии концентрированных потоков 

энергии, с использованием матричных алгоритмов теории упругости при контактном 

нагружении. Получены зависимости нормальных и касательных напряжений от 

продольных размеров образца в переходной зоне между упроченным слоем и матрицей. 

Показано, что возникающие напряжения являются сжимающими и не превышают 

предел прочности материалов. 

 

 

1. Введение 

В последнее время предложено большое число методов и способов упрочнения 

поверхности. Среди их многообразия можно выделить различные способы 

электровзрывного легирования и нанесения покрытий [1, 2], электронно-пучковую 

обработку [3, 4] и др. Эти методы приводят к  формированию градиентной 

наноразмерной структуры и соответственно повышению механических свойств. Так в 

работе [5], показано, что электронно-пучковая обработка приводит к увеличению 

усталостного ресурса рельсовой стали в 2,5 раза. Причина этого увеличения 

заключается в формировании игольчатого профиля границы раздела между зоной 

оплавления и термического влияния, которая приводит к диспергированию 

концентраторов напряжений, а также в формировании наноразмерного мартенсита. В 

работе [2] установлено, что нанесение покрытий на различные материалы 

электровзрывным методом приводит к увеличению их износостойкости и стойкости к 

электрической эрозии. Исследование влияния электронных пучков на структуру и 

механические свойства литейных алюминиевых сплавов [6] показало, что они приводят 

к измельчению пластин кремния и, соответственно, повышению микротвердости 

поверхностных слоев. Отметим также, что градиентная структура может 

образовываться в ходе длительной эксплуатации, например рельсов [7, 8]. В работе [9] 

показано, что воздействие электростатических полей на металл, также приводит к 

упрочнению поверхности и повышению предела текучести. В [10] показано, что эти 

поля увеличивают скорость релаксации напряжений.   

Таким образом, важным достижением технологии поверхностного упрочнения 

является создание твердого и изностойкого поверхностного слоя в сочетании с мягкой 

пластичной матрицей, способной перераспределять внешние напряжения изделий, 

работающих в тяжело нагруженных условиях и значительно продлевать срок их 

службы. Однако в некоторых случаях указанная градиентная структура может 
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приводить к разупрочнению и аварийным ситуациям, требующего отдельного 

детального изучения.  Поэтому возникает необходимость разработки теоретических 

моделей поведения материала с упрочненным слоем при внешних механических 

воздействиях, но их создание находится в стадии развития. В этом направлении 

интенсивно развиваются градиентная теория упругости [11, 12], физическая 

мезомеханика [13]. Градиентная теория упругости основывается на введении в закон 

Гука дополнительных членов [12], однако константы, стоящие при них, чаще всего 

являются подгоночными и не имеют явного физического смысла. Отметим также 

работы [14–16] по контактным задачам теории упругости неоднородных сред, в 

которых излагается асимптотические методы решения таких задач, позволяющие 

получать решения для тонких и толстых относительно мягких слоев. Особенностью 

этих  задач является приближенное удовлетворение условиям равновесия внутри слоя и 

точное удовлетворение смешанным граничным условиям. Решение таких задач 

сводится к интегральным уравнениям, требующих развития специфических методов 

решения, на которые в основном направленно усилия исследователей. При этом 

расчеты зависимостей полей напряжений в расчетной области носят иллюстративный 

характер, и нет анализа особенностей их распределений, а основной упор делается на 

расчетах ширины и глубины зоны контакта и характера распределений контактных 

напряжений. 

В этой связи целью настоящей работы является описание механического 

поведения материалов с упрочненными слоями в условиях контактного нагружения.  

Для этого воспользуемся подходом, предложенным в [17] и развитым в работах [18-21]. 

Согласно этому подходу, связь между граничными величинами напряжений и 

смещений в слоях осуществляется с помощью матриц перехода.  
 

2. Постановка задачи 

Рассмотрим краевую задачу о равновесии упругого слоя толщиной 2h, находящегося в 

условиях плоской деформации. Пусть нормальное сечение слоя будет полоса, 

занимающая область –x, –hyh. При решении подобных задач может быть 

использовано интегральное преобразование Фурье по переменной, пробегающей 

бесконечный интервал (в данном случае по х). Уравнения движения в перемещениях 

(уравнения Ламе) имеют вид [16]: 
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Запишем выражения для деформации и напряжений: 
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Обобщенный закон Гука имеет вид: 
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Здесь u и v – перемещения соответственно по осям х и у, G – модуль сдвига,  – 

коэффициент Пуассона.  

Будем считать, что на границах полосы hy   заданы усилия, тогда  граничные 

условия принимают вид: 
 

),(h)x,(),(h)x,( 21 xx yy   ).(h)x,(),(h)x,( 21 xx    (3) 
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3. Система дифференциальных уравнений для образов Фурье и ее общее решение 

Применяя к (1) и (2) преобразование Фурье по координате x, получим: 
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где U, V, x , y , T – образы Фурье смещений и напряжений соответственно. Будем 

искать решение системы (3) в виде: 
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где 2121,43 ,b,ba,a  – произвольные постоянные.  

Подставляя (6) в (5) получим: 
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Используя (7), получим напряжения на границе слоев 
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где  
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Выразим постоянные a1, а2, b1, b2 через 1, 2, Т1, Т2, используя систему (8). Для 

этого складываем первое из уравнений (8) со вторым и вычитаем из третьего уравнения 

четвертое. Получаем систему для определения a1 и в2 
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Решение системы (10) можно представить в виде 
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Теперь получим систему для определения 12 , ba .  
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Решение системы (12) представим в виде: 
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Найденные значения 
2121

,,, bbaa  подставим в формулы (6) и выразим U1, U2, V1, V2 

через 1, 2, Т1, Т2. 
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Полученные коэффициенты используются ниже для определения матрицы 

перехода. 

 

4. Получение матрицы перехода между слоями 

Для получения матрицы перехода между слоями необходимо получить связь между 

смещениями и напряжениями n-ого слоя с аналогичными величинами n+1-ого слоя. 

Используем обозначения рис. 1 для n-ого слоя. С учетом (14), и учитывая, что ширина 

n-ого слоя равна hn, можно записать: 
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Систему уравнений (15) можно переписать так, что величины с индексом n будут 

перенесены в левую часть, а величины с индексом n+1перенесены в правую часть. 
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Тогда в матричной форме соотношения (17) будут иметь вид: 
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где  
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  (19) 
 

Далее, обращая матрицу Мn,n, получаем связь: 
 

1nnn fGf  .  (20) 
 

Элементы матрицы Gn представлены таблице 1. Здесь индекс n опущен. Для 

нескольких слоев можно последовательно использовать (20) и тем самым связать 

параметры первого и последнего слоев. 
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Таблица 1. Коэффициенты матрицы перехода. 

 ν12

zsh(z)
ch(z)


   

  



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

ν12

sh(z)zch(z)
sh(z)i  

 ν14G

izsh(z)
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5. Расчет напряженно-деформированного состояния при контактном нагружении 

Применим аппарат матриц перехода к решению задачи распределения напряжений в 

материале на границе упрочненный слой / подложка. Считаем, что величина прогиба 

зависит от действующей нагрузки, то есть реализуются условия Винклера [20, 21]. В 

этом случае смещения V при y=0 пропорциональны y 

 

   x0,σkx0,V yv ,            (21) 

 

где k – константа Винклера. При реализации этих условий, как правило, касательные 

напряжения отсутствуют, т.е. 0),0(  xxy . В предлагаемой модели полагаем, что 

имеются три слоя (рис. 1).  
 

 
 

Рис. 1. К постановке задачи о взаимодействии слоев. 
 

Первый - упрочненный, второй - мягкий подслой и третий - сама матрица. Тогда 

  
4 4v44 ;0;k;Uf  и на границе  321 hhhhhy  . Будем задавать напряжения 

от нагрузки   0xh,σxy  ,    xσxh,σy  . Тогда     





11 dxikxexpxσ;0Т , а значит 

 
1111 ,0,V,Uf . Последовательно используя формулу (20), можно определить связь 

между f1 и f4: 
 

43211 fGGGf  .  (22) 
 

Система (22) является системой четырех уравнений с четырьмя неизвестными. 

Разрешив ее, получим f4, а затем последовательно по формуле (22) f3, f2. Указанный 

алгоритм при численных значениях параметров слоев может быть легко реализован на 

ЭВМ. Однако указанная процедура громоздка для того, чтобы прояснить какой-либо 

физический смысл. Поэтому для простоты рассуждений и в качестве иллюстрации 

рассмотрим двухслойную задачу на винклеровом основании при условии, что h2. 

Необходимо отметить, что прямой предельный переход в матрице 2Ĝ  при h2 

невозможен. Для реализации указанного подхода записываем следующую систему 

уравнений: 
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
313123112 )( gkgUgU v ,  

 


323223212 )( gkgUgV v , 

 

 
333323312

)( gkgUg v , 
 


343423412 )( gkgUgT v .  (23) 

 

Из последних двух уравнений выражаем U3 и 3 через 2 и T2 и подставляем в первое и 

второе уравнения системы. Получим соотношения 
 

2242232 TuuU   , 2242232 TV    .  (24) 
 

Далее воспользуемся вторым и четвертым уравнениями системы (23) и получим: 
 

2131142111122 TuTuuuU   ,  
 

2131142111122 TTV    .  (25) 

 

Из системы (24) и (25) исключаем U2, V2 и окончательно для 2 и T2 имеем систему 

уравнений: 
 

1141122132421123 )()( TuuTuuuu   ,   
 

1141122132421123 )()( TT    .  (26) 
 

Наиболее громоздким в описанном алгоритме является представление 2 и T2 

через входные параметры в силу того, что в коэффициентах u2j и v2j (j=2,3) необходим 

предельный переход при h2, но предварительно их надо выписать при конечном h2. 

Действительно, для коэффициентов в (24) имеем: 
 

 /))()(( 134143111241421123 ggggggggku v , 
 

 /))()(( 331131133211311224 ggggggggku v , 
 

 /))()(( 332131233221223123 ggggggggkv , 
 

 /))()(( 332131233241423124 ggggggggkv , (27) 
 

где )()( 3341433132414231 ggggggggkv  , здесь через gij представлены 

коэффициенты матрицы G2. Подставим их в (27) и получаем 
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)1(2

22
0

2
24

2
024

22
023

22
0

zshvzkvzshvz
v

i
v

zchzshzku

zshvzkzshvz
v

i
u

zshzzshzk
v

Gk

 (28) 

 

где k0=(2kGkv)/(1-v). 

Переходя в формулах (28) к пределу z, получаем ситуацию в точности такую же, 

как слой конечной толщины на полубесконечном основании, для которой постановка и 
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получение формул в общем виде были изложены в [16], однако, анализа напряженного 

состояния границы раздела не было проведено. Уделим этому особое внимание. 

Считаем, что нагрузка распределена так, как показано на рис. 2. 
 

 
 

Рис. 2. К постановке задачи об определении напряжений в зоне сопряжения слоев. 
 

Тогда образ Фурье нормального напряжения вдоль контакта упругих слоёв, один из 

которых имеет конечную толщину и нагружен сосредоточенной сжимающей силой, а 

второй бесконечен, имеет вид: 
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где )1/())21(1( 120 vBva  , 
z
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1

2
0

1
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


 , 2/)( 2
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2
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2

1

G

G
B  , hz  , α – 

параметр Фурье, h-толщина слоя.  

В случае, показанном на рисунке (2): 
 

h
z

cz
zbaFhcbazG m

2
2

2

0000 4
)2/(sin

),,(),,,,(  , (30) 

 

где hcc / - относительная ширина распределения, max  - максимум давления. 

Используя (30) и выражение для точечной нагрузки, получим окончательные формулы 

для расчета нормальных и касательных напряжений в зоне контакта слоев: 
 

  )dz;xc)cos(zb,a,Σ(z,c)b,a,,x(σ
0

y 


    )dz;xc)sin(zb,a,T(z,c)b,a,,x(τ
0




  

 

    );czchz)/(D2bzshzbaz(zc/2)(sin4c),ba, Σ(z, 222   
 

);czazchz)/(D2)shza(zc/2)((bzsin4c),b,aΤ(z, 222   
 

   2;bsh2zz2ash/2zzshbaD 22222   
 

    ;ν-1/B2ν11a 12      x/h;x/h;cc;/GGB;ν1B/ν12b 02112   
 

)bhP/(πσ     ;στ      τ;σσσ 0

2

maxmaxmaxyy  , (31) 

где G1, G2-модули сдвига; 1, 2 - коэффициенты Пуассона поверхностного слоя и 

основного материала, h-толщина упрочненного слоя. Результаты расчетов 
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представлены на рисунках 3 и 4, а экстремальные значения нормальных и касательных 

напряжений в таблице 2. 
 

 
а) 

 
б) 

 

Рис. 3. Распределение безразмерных нормальных напряжений вдоль линии раздела 

сред в зависимости от безразмерной продольной координаты.  

а) соответствует относительной ширине нагрузки с=a/h=0.1, б) с=1.  

Цифры относятся: 1- В=100, 2- В=10, 3-В=1, 4-В=0.01. 

 

Из представленных данных следует, что наибольшие по модулю нормальные 

напряжения достигают на оси симметрии и по мере уменьшения жесткости слоя, т.е. 

уменьшения В, увеличиваются для всех значений с. Более жесткие слои не приводят к 

резким пикам напряжений (кривые 1, 2 на рис. 3) и нагрузка распределяется по 

большей площади и меньшим значением в центре. В этом случае проявляется 

благоприятная роль более жесткого поверхностного слоя как распределителя 

нормальных сжимающих напряжений, уменьшающих их максимум. Анализ 

касательных напряжений (рисунок 4) показывает, что при всех параметрах ширины 

нагрузки имеет место максимум модуля касательного напряжения. При с = 0.1, 1 этот 

максимум достигает наибольшего значения для В=1 (рис. 4., табл. 2) При дальнейшем 

увеличении параметра с он перестает быть ярко выраженным и меняет свое положение 

относительно кривых, соответствующих другим параметрам В. Таким образом при 

малых с в однородных пластинах наблюдается эффект аналогичный эффекту 

выдавливания пробки, который наблюдается при пробивании жестких преград средней 

толщины. Возникновение этого эффекта обусловлено наличием острых пиков 

касательных напряжений. При дальнейшем увеличении параметра с пик становится 

пологим, эффект пробки исчезает, а значение максимума принимает промежуточное 

положение между В > 1 и В < 1. В отличие от распределения нормальных напряжений, 

касательные напряжения ведут себя сложным образом в зависимости от параметров с и 

В, тем самым меняя свою ведущую роль в напряженном состоянии. Следовательно, 
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можно сделать вывод, что при малой ширине нагрузки в материале выгодно создавать 

градиентную структуру с жестким верхним слоем, при этом однородный слой может 

оказаться неблагоприятным. 
 

 
а) 

 
б) 

 

Рис. 4. Распределение безразмерных нормальных напряжений вдоль линии раздела 

сред в зависимости от безразмерной продольной координаты.  

а) соответствует относительной ширине нагрузки с=a/h=0.1, б) с=1.  

Цифры относятся: 1- В=100, 2- В=10, 3-В=1, 4-В=0.01. 
 

Таблица 2. Экстремальные значения напряжений в зоне сопряжения слоев. 

 Нормальное напряжение Касательное напряжение 

B 
100 10 1 0.01 100 10 1 0.01 

c 

0.1 -0.127 -0.276 -0.489 -0.614 -0.0007 -0.0002 -0.0004 -0.00042 

1 -0.122 -0.246 -0.390 -0.460 -0.0067 -0.0165 -0.0248 -0.0214 

2 -0.114 -0.203 -0.276 -0.307 -0.025 -0.0490 -0.052 -0.0369 

5 -0.090 -0.123 -0.137 -0.143 -0.112 -0.130 -0.0882 -0.051 

7 -0.077 -0.095 -0.102 -0.105 -0.169 -0.168 -0.0984 -0.0535 

10 -0.061 -0.069 -0.073 -0.075 -0.249 -0214 -0.107 -0.051 
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Abstract. The analysis of the stress-strain state of a material with a hardened layer obtained 

when exposed to concentrated energy fluxes, using matrix algorithms of the theory of 

elasticity by contact loading is implemented. The dependences of the normal and tangential 
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hardened layer and the matrix are found. It is shown that the resulting stresses are 

compressive and do not exceed the tensile strength of materials. 
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