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Аннотация. Предложена теоретическая модель миграции границ зерен под действием 

внешней механической нагрузки в наноматериалах, содержащих ансамбли 

нанодвойников. В рамках модели используется дисклинационное описание 

стимулируемой напряжением миграции границ зерен в зерне, исходно содержащем 

нанодвойники. Рассчитаны энергетические характеристики и критические напряжения 

реализации процесса такой миграции. Проведено сравнение напряжений, требуемых 

для миграции границы зерен в зернах с нанодвойниками границами и без них на 

примерах нанокристаллической и ультрамелкозернистой меди (Cu).  

 

 

1. Введение 
Нанокристаллические и ультрамелкозернистые материалы (далее - наноматериалы) 

характеризуются большой объемной долей границ зерен, которые активируют 

специфические механизмы пластической деформации. Например, границы зерен в 

нанокристаллических материалах обеспечивают действие таких специфических 

механизмов деформации, как деформация двойникованием [1-4], зернограничное 

скольжение [5, 6], диффузия по границам зерен и их тройным стыкам [7, 8] и 

ротационная деформация [9, 10]. В настоящее время существуют экспериментальные 

исследования [11-13] и результаты компьютерного моделирования [14, 15], которые 

указывают, что пластическая деформация в наноматериалах может эффективно 

реализовываться за счет стимулируемой напряжением миграции границ зерен. Также, 

границы зерен в наноматериалах являются источниками частичных дислокаций, 

скольжение которых в теле зерна приводит к формированию деформационных 

двойников, примыкающих к границам зерен [1-4]. Существующие теоретические 

модели [16-18], описывают миграцию границ зерен под действием внешней 

механической нагрузки в наноматериалах без учета наличия нанодвойниковых 

прослоек в зернах. Однако, стимулируемая напряжением миграция границ зерен, к 

которым примыкают нанодвойники, способна уменьшать протяженность этих 

двойниковых прослоек. Предполагается, что процесс совместной миграции границы 

зерна и двойниковых границ нанодвойников облегчает миграцию границ зерен по 

сравнению с одиночной миграцией границ зерен. Таким образом, целью настоящей 

работы является разработка теоретической модели, описывающей миграцию границы 
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зерна под действием внешнего напряжения, к которой примыкают нанодвойниковые 

прослойки, в наноматериалах. 

 

2. Модель миграции границы зерна под действием внешнего напряжения в 

нанокристаллическом материале с нанодвойниками 
Рассмотрим двумерную модель нанокристаллического образца с прямоугольными 

зернами со средним размером d , содержащего нанодвойниковые прослойки (Рис. 1а). 

В нашей модели к границе зерна AB примыкают два одинаковых деформационных 

нанодвойника CDDC и EFFE  длинной d  и шириной h  (Рис. 1a).  
 

 
 

Рис. 1. Модель миграции границы зерна под действием внешнего напряжения в 

нанокристаллическом материале с нанодвойниками. (a) Граница зерна AB и 

примыкающие к ней деформационные нанодвойника CDDC и EFFE, моделируемые 

квадруполями  -дисклинаций. (b) Миграция границы зерна из положения AB в новое 

положение AB, приводящие к появлению квадруполя  -дисклинаций и 

уменьшению длины нанодвойниковых прослоек CDDC и EFFE. 
 

Предполагается, что нанодвойники равномерно распределены в теле зерна, то есть 

расстояние между двойниковыми границами DD и EE, расстояние между двойниковой 

границей CC и верхней границей зерна, и расстояние между двойниковой границей FF 
и нижней границей зерна одинаковы и равны 3/)2( hdl   (см. Рис. 1a). Согласно 

теории дефектов в твердых телах [19] такие деформационные двойники могут быть 

эффективно описаны с помощью квадруполей частичных клиновых дисклинаций (см., 

например, [20, 21]) с мощностью   (  -дисклинаций) (Рис. 1a). Предполагается, 

что под действием внешнего сдвигового напряжения   происходит миграция границы 

зерна AB на расстояние p  в новое положение AB (Рис. 1b). Миграция границы зерна 

AB приводит к возникновению геометрически некомпенсированных линий в двойных 

стыках A и B, и новых ройных стыках A и B  границ зерен (Рис. 1b), то есть в этих 

линиях сумма углов разориентации примыкающих границ зерен не равна нулю. В этом 

случае тройные стыки A, B и A, B характеризуются параметрами невязки   и  , 

соответственно (Рис. 1b) (см. более подробно [16]). Из теории дефектов в твердых телах 
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[19] известно, что такие прямолинейные дефекты определяются, как частичные 

клиновые дисклинации с мощностью   (   -дисклинации) (Рис. 1b). Следует 

отметить, что мощность   этих дисклинаций равна параметру разориентации границы 

зерна AB. Таким образом, миграция границы зерна AB приводит к появлению 

квадруполя ABBA частичных клиновых дисклинаций с мощностью   (Рис. 1b).  

В рамках модели, миграция границы зерна AB сопровождается миграцией 

двойниковых границ CD и EF, которые примыкают к границе зерна AB и моделируются 

диполями  -дисклинаций (Рис. 1b). Миграция двойниковых границ CD и EF 

приводит к уменьшению длины нанодвойниковых прослоек CDDC и EFFE  на 

величину p , равную расстоянию миграции границы зерна AB (Рис. 1b). Уменьшение 

протяженности нанодвойников CDDC и EFFE способствует снижению упругой 

энергии дефектной системы и, следовательно, облегчает процесс миграции границы 

зерна AB. Другими словами, совместная миграция границы зерна AB и двойниковых 

границ CD и EF становится возможной при более низких значениях внешнего 

сдвигового напряжения   по сравнению с напряжениями, требуемыми для одиночной 

миграции границы зерна AB.  

Рассмотрим энергетические характеристики и оценим критические напряжения 

миграции границ зерен под действием внешнего напряжения в нанокристаллических 

материалах с деформационными нанодвойниками. 

 

3. Энергетические характеристики и критические напряжения миграции границ 

зерен в деформируемых нанокристаллических материалах с нанодвойниками 

Рассмотрим энергетические характеристики процесса совместной миграции границы 

зерна AB и двойниковых границ CD и EF под действием внешнего сдвигового 

напряжения   (Рис. 1). Миграция границы зерна AB характеризуется разностью 

энергий 12 WWW   (на единицу длины дисклинации), где 1W  - полная энергия 

исходной дефектной конфигурации, которая определяется деформационными 

двойниками CDDC и EFFE (моделируемыми квадруполями  -дисклинаций) 

(Рис. 1a), а 2W  - полная энергия дефектной системы после миграции границы зерна AB 

и двойниковых границ CD и EF (Рис. 1b). Таким образом, разность полных энергий 

12 WWW   состоит из следующих слагаемых: 
 

,22 4int3int1int2int 



  EEEEEEEEEW sss         (1) 

 

где 
sE2  и 

sE2  - собственные энергии квадруполей  -дисклинаций до и после 

миграции двойниковых границ CD и EF, соответственно; 
sE  - собственная энергия 

квадруполя   -дисклинаций; 1intE  и 2intE  - энергии упругого взаимодействия между 

квадруполями  -дисклинаций до и после миграции двойниковых границ CD и EF, 

соответственно; 3intE  и 4intE  - энергии упругого взаимодействия между квадруполем 

  -дисклинаций и квадруполями  -дисклинаций, моделирующими 

деформационные двойники CDDC и EFFE, соответственно; E  - разность энергий 

двойниковых границ CC, DD, EE и FF  до и после миграции границ CD и EF; E  - 

суммарная работа внешнего сдвигового напряжения   по перемещению границы зерна 

AB и двойниковых границ CD и EF на расстояние p . 

Собственные энергии 
sE , 

sE  и 
sE  квадруполей даются известными 

формулами, соответственно [19]: 
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где )],1(2/[  GD  G - модуль сдвига и   - коэффициент Пуассона. 

Энергии взаимодействия 1intE , 2intE , 3intE  и 4intE  между квадруполями 

дисклинаций вычисляются, как работа по зарождению одного квадруполя дисклинаций 

в поле напряжений другого квадруполя  и могут быть записаны в следующем виде: 
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где 3,2,1i  и 4, 011 x , dx 21 , 012 x , pdx 22 , 013 x , pdx 23 , 014 x , 

pdx 24 , 011 y , hy 21 , 012 y , hy 22 , 013 y , hy 23 , 014 y , ,24 hy   
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 1 ,  2 , 3 , 4 , 001 x , px 02 , px 03 , px 04 , lhy 201  , 

lhy 202  , ly 03 , lhy 204  , 01 x , hx 1 , px 2 , hx 2 , 03 x , px 3 , 04 x , 

px 4 , ly 1 , lhy 1 , ly 2 , lhy 2 , 03 y , dy 3 , 04 y , dy 4  и 

3/)2( hdl  . 
 

Разность E  энергий двойниковых границ CC, DD, EE и FF  до и после 

миграции границ CD и EF и суммарная работа E  внешнего сдвигового напряжения   

по перемещению границы зерна AB и двойниковых границ CD и EF на расстояние p  

даются стандартными выражениями, соответственно: 
 

pE TB 4 ,               (6) 
 

)2( phpdE   ,             (7) 
 

где TB  - удельная поверхностная энергия двойниковых границ CC, DD, EE и FF. 

Используя формулы (1)-(7) позволяют получить выражение для разности энергий 

W , которое здесь не приводится из-за его громоздкости. Построим зависимость 

разности энергий W  от длины p  миграции границы AB при различных значениях 

внешнего сдвигового напряжения  . Численный расчет зависимостей )(pW  

проведем на примере нанокристаллической/ультрамелкозернистой меди, 

характеризуемой следующими параметрами: 48G  GPa, 34.0  и 24TB   mJ/m2 

367Влияние нанодвойников на стимулируемую напряжением миграцию...



[22]. Другие параметры дефектной системы положим равными: толщину 

нанодвойников 5h nm и мощность квадруполя  -дисклинаций  39 . 

Зависимости )(pW  представлены на Рис. 2a,с, для случая высокоугловой границы 

 30 , и на Рис. 2b,d, для случая малоугловой границы  10 , при различных 

значениях размера зерна 50d  nm (Рис. 2a,b) и 200d  nm (Рис. 2c,d).  
 

 
 

Рис. 2. Зависимость разности энергий W  от длины миграции p  границы зерна при 

различных значениях внешнего напряжения  , и размера зерна 50d nm (a,b) и 

200d nm (c,d), для случая высокоугловой границы зерна  30  и 0  (кривая 1), 

0.5 (кривая 2), 1 (кривая 3), 2 (кривая 4), 3 (кривая 5), 4 (кривая 6), 5 (кривая 7) GPa 

(a,с), и для случая малоугловой зерна  10  и 0  (кривая 1), 0.3 (кривая 2), 0.5 

(кривая 3), 0.7 (кривая 4), 1 (кривая 5), 1.2 (кривая 6), 1.5 (кривая 7) GPa (b,d). 
 

Как следует из зависимостей )(pW  на Рис. 2, начальный этап миграции, как 

высокоугловой ( 4p  nm) (Рис. 2a), так и малоугловой ( 12p  nm) (Рис. 2b) границы 

зерна AB является энергетически выгодным (разность энергий 0)(  pW  и монотонно 

убывает) при любых значениях внешнего сдвигового напряжения 01  c . 

Критическое напряжение 1с  задает напряжение старта миграции границы зерна. 

Увеличение длины миграции 4p  nm (для случая на Рис. 2a) и 12p  nm (для случая 

на Рис. 2b) границы зерна AB, характеризуется появлением на зависимостях )(pW  

минимумов (кривые 1-6 на Рис. 2a и кривые 1-4 на Рис. 2b). По мере роста величины 

внешнего сдвигового напряжения   на зависимостях )(pW  помимо точек минимума 

появляются точки максимума (кривая 5, 6 на Рис. 2a и кривые 1-4 на Рис. 2b). Точки 

минимума соответствуют положениям устойчивого равновесия границы зерна AB, то 

есть определяют равновесную длину eqp  миграции границы зерна AB. Длина 

равновесной миграции границы зерна AB задается уровнем внешнего напряжения  , 

чем выше величина напряжения  , тем больше равновесная длина миграции eqp  

границы зерна (Рис. 2). Точки максимумов на зависимостях )(pW  определяют 

энергетические барьеры, которые препятствуют дальнейшей миграции границы зерна 
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AB при заданном уровне напряжения  . При высоких значениях 2c   зависимости 

)(pW  находятся в отрицательной области и монотонно убывают с увеличением 

длины p  миграции границы зерна AB (кривая 7 на Рис. 2a и кривые 5-7 на Рис. 2b). В 

этом случае миграция границы зерна AB является неустойчивой. Критическое 

напряжение 2с  определяет переход от устойчивого режима миграции границы зерна к 

неустойчивому режиму миграции границы зерна. Также, из зависимостей на Рис. 2 

следует, что увеличение параметра разориентации   границы зерна AB приводит к 

значительному росту величины внешнего напряжения  , требуемого для реализации 

процесса миграции границы зерна в теле зерна (Рис. 2). В то время как, увеличение 

размера зерна d  способствует снижению уровню внешнего напряжения  , 

необходимого для миграции границы зерна на заданное расстояние p  (Рис. 2). 

Оценим величины критических напряжений 1c  и 2с , определяющих режимы 

миграции границы зерна AB. Старт миграции границы зерна AB (которому 

соответствует значение 1p nm) возможно при выполнении условия ( 1nm) 0W p   . 

Таким образом, критическое напряжение 1c , требуемое для старта миграции границы 

зерна AB, определяется выражением ( 1nm) 0W p   .  

Равновесная длина миграции eqp , характеризующая устойчивый режим миграции 

границы зерна AB, задается точкой минимума на зависимостях )(pW  (Рис. 2). 

Неравенства 0/)(  ppW  и 0/)( 22  ppW  задают математические условия 

определения точек минимума на зависимостях  )(pW . Используя эти неравенства и 

формулу для разности энергий W  (формулы (1)-(7)) запишем зависимость внешнего 

сдвигового напряжения   от равновесной длины eqp  миграции границы зерна AB в 

следующем виде: 
 

,
2

)(
)(

hd

pF
p

eq

eq





               (8) 

 

где 
eqpp

ssseq pEEEEEEEEpF


  /)22()( 4int3int1int2int 
 . 

Построим зависимость )( eqp  на примере нанокристаллической меди (Cu). 

Численный расчет зависимостей )( eqp  представлен на Рис. 3a,c, для случая 

высокоугловой границы  30 , и на Рис. 3b,d, для случая малоугловой границы 

 10  при различных наборах параметров d ,   и h , характеризующих средний 

размер нанозерен и деформационные нанодвойники CDDC и EFFE (Рис. 1). 

Напряжение   соответствующие расстоянию 1eqp nm считается критическим 

напряжением 1с  старта миграции границы зерна. Точка максимума на зависимостях 

)( eqp  соответствует максимальному напряжению 2с  , при котором реализуется 

устойчивый режим миграции границы зерна, а расстояние eqp  является максимальной 

равновесной длиной миграции границы зерна (Рис. 3). Таким образом, точка ( eqp , 2с ) 

отделяет часть кривой )( eqp , где выполняется неравенство 0/)( 22  ppW  (левая 

часть кривой) от части, где это неравенство не выполняется и соответствие   и eqp  не 

является корректным (Рис. 3). При напряжениях 2с   устойчивый режим миграции 

сменяется на неустойчивый режим миграции, при котором граница зерна не имеет 
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положений устойчивого равновесия и беспрепятственно мигрирует, пока не достигнет 

противоположной границы зерна. На Рис. 3 приведено сравнение совместной миграции 

границы зерна AB и двойниковых границ CD и EF (кривые 2-5 на Рис.3) с миграцией 

границы зерна AB при отсутствии нанодвойниковых прослоек CDDC и EFFE (то есть 

выполняются условия 0  и 0TB ) (кривые 1 на Рис. 3).  
 

 
 

Рис. 3. Зависимость внешнего напряжения   от равновесной длины миграции eqp  при 

одиночной миграции границы зерна (кривые 1) и совместной миграции границы зерна 

и двойниковых границ с различными параметрами ),( h  = (5 nm, 11) (кривые 2), (5 

nm, 22) (кривые 3) (5 nm, 39) (кривые 4), (10 nm, 39) (кривые 5), для случая 

высокоугловой границы зерна  30  (a,c), для случая малоугловой зерна  10  

(b,d), и для размеров зерна 50d nm (a,b) и 200d nm (c,d). Соответствие равновесной 

длины миграции eqp  напряжению   является корректным в левой части кривых от 

точки ),( eqp . 

 

Видно, что наличие деформационных нанодвойников существенным образом 

облегчает процесс миграции границы зерна AB. Причем, при увеличении мощности   

квадруполей CDDC и EFFE и ширины h  нанодвойниковых прослоек значительно 

снижается уровень внешнего напряжения  , которое требуется для осуществления 

миграции границы AB. Так, величина критического напряжения 4.12 с  GPa в случае 

11 , 5h  nm (кривая 2 на Рис. 3b) и 3.02 с  GPa в случае  39 , 10h  nm 

(кривая 5 на Рис. 3b), что является типичным значением для меди с 

нанокристаллической структурой. Также, следует отметить, что при совместной 

миграции границы зерна с двойниковыми границами устойчивая миграция границы 

зерна может осуществляться в отсутствие внешнего напряжения 01  с  (кривые 3-5 

на Рис. 3a и кривые 2-5 на Рис. 3b). В этом случае старт миграции границы зерна может 

реализовываться за счет термофлуктуаций. Величина внешнего напряжения  , 

требуемого для осуществления миграции малоугловой границы зерна (Рис. 3b) в 

несколько раз ниже, чем напряжения необходимого для миграции высокоугловой 

границы зерна (Рис. 3a) при заданной длине p  миграции.    
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4. Заключение 

Таким образом, разработана теоретическая модель миграции границ зерен под 

действием внешнего напряжения в наноматериалах, содержащих нанодвойники. 

Показано, что в зависимости от величины внешнего напряжения   могут 

реализовывать два режима миграции границы зерен – устойчивый режим, 

характеризуемый равновесной длиной миграции eqp  и неустойчивый режим, при 

котором граница способна мигрировать пока не достигнет препятствия (например, 

противоположной границы зерна dp  ). Определены критические напряжения 1с  и 

2с  реализации этих двух режимов. При 21 сс    реализуется устойчивый режим 

миграции границы зерен. В случае 2c   миграция границы зерна происходит в 

неустойчивом режиме. Проведено сравнение миграции границы зерен, к которой 

примыкают двойниковые границы и миграции границы зерен в отсутствие двойников. 

Показано, что миграция границы зерен значительно облегчается за счет присутствия 

деформационных нанодвойников в прилегающем к мигрирующей границе зерне. Было 

показано, что при определенных параметрах нанодвойников миграция границы зерен 

может реализовываться в отсутствии внешней механической нагрузки.  

 

Данная работа выполнена при поддержке (для И.А.О.) Министерства образования и 

науки РФ (Задание № 9.1964.2014/К) и (для Н.В.С.) Санкт-Петербургского 

государственного университета (грант 6.37.671.2013). 
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Abstract. A theoretical model is suggested which describes grain boundary migration under 

external mechanical load in nanomaterials containing ensembles of nanotwins. In the 

framework of the model, a disclination description of stress-driven migration of grain 

boundaries in grains initially containing nanotwins. The energy characteristics and critical 

stresses for such a migration process are calculated. These critical stresses are compared with 

those specifying needed for stress-driven migration of grain boundaries in the absence of 

nanotwing in the exemplary cases of nanocrystalline and ultrafine-grained copper. 
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