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Аннотация. Дан обзор теоретических моделей и экспериментальных данных, 
касающихся образования дефектов несоответствия в двухслойных цилиндрических 
нанопроволоках. Рассчитаны критические условия формирования в нанопроволоках 
дислокаций, дисклинаций и дисклинационных петель. Определены геометрические и 
структурные параметры двухслойных цилиндрических нанопроволок, при которых 
нанопроволоки не содержат дислокаций. 
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1. Введение 
Композитные цилиндрические нанопроволоки обладают уникальными электронными и 
оптоэлектронными свойствами и могут служить основой для новых элементов 
электронных приборов, в том числе полевых транзисторов, светоизлучающих диодов, 
сенсоров и фотогальванических элементов [1–8]. В частности, двухслойные 
кристаллические нанопроволоки являются превосходными материалами для создания 
полевых транзисторов, служебные свойства которых значительно превосходят 
служебные свойства таких транзисторов на основе однородных нанопроволок [8]. 
 В общем случае можно выделить несколько видов двухслойных нанопроволок 
вида “ядро–оболочка” (рис. 1a), где ядро и оболочка имеют следующие структурные 
особенности [9]: кристалл–кристалл (Si–Ge и Ge–Si [1,10], GaP–GaN и GaN–GaP [11], 
In–MgO [12]), кристалл–нанокристаллический слой (Se–CdSe [13]), 
кристалл–аморфный слой (Si–SiO [14,15], Si–SiOx [16], SiC–SiO [17], SiC–SiO2 [18,19], 
SiC–SiC [20], (GaN, GaP, InP, Si3N4, SiO2/Si, SiC, ZnO)–Al2O3 [21]), аморфное 
ядро–кристалл (SiO–Si [15]). Другие неоднородные нанопроволоки представляют 
собой двухосные (SiC–SiO(am) [22], Si–SiO(am) [15], Si–ZnS и Si–ZnSe [23]) и 
трехосные (ZnS–Si–ZnS [23]) наноструктуры (рис. 1b, c), многослойные сверхрешетки 
в форме нанопроволок (ZnSe–CdSe [24]; рис. 1d), а также сверхрешетки, состоящих из 
различных монокристаллических сегментов, соединяющихся торцами (Si–SiGe [25] и 
Si–NiSi [26]; рис. 1e). 
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Рис. 1. Геометрия различных видов составных нанопроволок. (a) Одноосная 
двухслойная нанопроволока (поперечное сечение). (b) Двухосная нанопроволока 
(поперечное сечение). (c) Трехосная нанопроволока (поперечное сечение). (d) 
Многоосная составная нанопроволока с чередующимися слоями (поперечное сечение). 
(e) Нанопроволока, состоящая из сегментов. 
 
 Особенность неоднородных кристаллических нанопроволок вида 
“ядро–оболочка” заключается в том, что ядро и оболочка таких нанопроволок делят 
между собой деформации, возникающие из-за различия параметров их 
кристаллических решеток. Возможность варьировать деформации в двухслойных 
нанопроволоках посредством изменения отношения радиусов ядра и оболочки 
потенциально позволяет управлять такими электронными свойствами, как ширина 
запрещенной зоны и подвижность носителей заряда [1,27,28]. Вместе с тем при 
достаточно больших значениях деформации в двухслойных нанопроволоках могут 
образовываться дефекты, которые обычно оказывают негативное воздействие на 
служебные свойства электронных приборов. Так, на межфазных границах 
нанопроволок GaP–GaN [11], GaN–GaP [11] и Ge–Si [1] наблюдались петли дислокаций 
несоответствия. В работах [29,30] с помощью просвечивающей электронной 
микроскопии прямого разрешения наблюдались границы зерен, проходящие через 
оболочку γ -Fe2O3 вокруг наночастицы α -Fe и обрывающиеся на границе раздела. Из 
теории дисклинаций известно, что места обрыва границы содержат дисклинации, 
вектор Франка которых определяется типом и углом разориентировки границы [31]. 
Кроме того, дисклинации могут служить средством релаксации напряжений в 
пентагональных наночастицах, имеющих форму нанопроволок (см. [32] и ссылки в 
этой работе). Теоретические оценки [32] показывают, что релаксация упругой энергии 
в пентагональной нанопроволоке может происходить путем образования дисклинации 
на оси нанопроволоки, сопровождающегося формированием оболочки вокруг этой 
нанопроволоки. В этом случае пентагональную нанопроволоку также можно 
рассматривать как двухслойную нанопроволоку, содержащую дисклинацию. В 
настоящем обзоре мы подробно рассмотрим теоретические модели дислокаций, 
дисклинаций и дислокационных петель в двухслойных кристаллических 
нанопроволоках вида “ядро–оболочка” и рассчитаем геометрические и структурные 
параметры нанопроволок, при которых образование таких дефектов энергетически 
выгодно. 
 

2. Напряжения несоответствия в двухслойной нанопроволоке 

Для определения критических параметров зарождения дефектов несоответствия в 
двухслойной цилиндрической нанопроволоке найдем поле напряжений несоответствия 
в такой нанопроволоке (рис. 2). Такое поле напряжений было независимо получено в 
работах  [33–35]. В настоящем параграфе при выводе выражений для поля 
напряжений несоответствия мы будем следовать работе [33] (с исправлениями, 
сделанными в [36]).  
 Предположим, что нанопроволока имеет внешний радиус R  и состоит из 
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сплошного внутреннего слоя (ядра) радиуса 0R  и наружного слоя (оболочки) 

толщины H  ( 0H R R= − ) (рис. 2). В рамках модели ядро и оболочка нанопроволоки 

являются упругоизотропными твердыми телами с равными модулями сдвига G  и 
коэффициентами Пуассона ν , но различными параметрами кристаллической решетки. 
Дилатационное несоответствие параметров ca  и sa  кристаллической решетки ядра и 

оболочки характеризуется параметром 2( ) ( )c s c sf a a a a= − / +  и создает в 

нанопроволоке упругие поля деформаций и напряжений.  

 
 
Рис. 2. Дислокации несоответствия (a), клиновая дисклинация несоответствия (b) и 
диполь клиновых дисклинаций (c) на межфазной границе двухслойной 
цилиндрической нанопроволоки. 
 
 Для расчета напряжений, действующих в двухслойной нанопроволоке с 
несоответствием (называемых далее напряжениями несоответствия), будем 
рассматривать нанопроволоку как бесконечный двухслойный цилиндр, в котором 

заданы собственные (неупругие) деформации. Пусть 
( )k

ijε ∗  – тензор собственных 

деформаций в k -ой области, где 1k =  для ядра и 2k =  для оболочки (рис. 2). 

Предположим, что 
(2)

0ijε ∗ = . Тогда 
(1)

ij ijf δε ∗ = , где ijδ  – символ Кронекера ( 1ijδ =  при 

i j= , и 0ijδ =  при i j≠ ). Суммарная деформация ( )k
ijε  в цилиндре состоит из 

собственной деформации 
( )k

ijε ∗  и упругой деформации ( )k
ijε :  

( )( ) ( )kk k
ijijijε εε ∗= + .  (1) 

В цилиндрической системе координат ( r , θ , z ), ось z  которой совпадает с осью 
цилиндра, компоненты тензора полной деформации выражаются через перемещения 
следующим образом [37]:  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

k k k
k k kr r z

rr zz

u u u

r r zθθε ε ε∂ ∂= , = , = .
∂ ∂

 (2) 

Из симметрии задачи следует, что деформации ( )k
zzε  не зависят от координат r  и z : 

( )k
zz kCε =  ( 1 2k = , ), где 1C  и 2C  – некоторые постоянные. Из условия равенства 

перемещений zu  на границе 0r R=  ( (1) (2)
0 0( ) ( )z zu r R u r R= = = ) получаем: 1 2C C= . 

Выражение для тензора напряжений несоответствия f
ijσ  (равных (1)

ijσ  при 0r R<  и 
(2)
ijσ  при 0r R> ) получается теперь из закона Гука [37]:  

( ) ( ) ( )2
1 2

k k k
ijij G

νσ ε εν
 = + , − 

 (3) 

где ( ) ( )k k
iiε ε= . В цилиндрической системе координат компоненты тензора напряжений 

имеют следующий вид:   

  

R 0  
H 

R  

core   
shell   

b  

R 0   
H 

R   

core 
shell 

−ω  
R0  

H  
R  

core   
shell   

−ω 
ω   

(a)   (b)   (c)   

Misfit dislocations in composite nanowires 85



 

(1) (1) (1) 1
2

1 2 1 2ij ij ijG f
ν νσ ε ε δ

ν ν

 
 
 
 
 

+= + − ,
− −

 (4a) 

(2) (2) (2)2
1 2ij ijG

νσ ε ε
ν

 
 
 
 
 

= + ,
−

 (4b) 

где ( ) ( )k k
iiε ε= . Из условия равновесия [37]  

0rrrr

r r
θθσ σσ −∂ + = ,

∂
 (5) 

формул (2) и (4) и условия ( ) 0k
zz rε∂ / ∂ =  мы получаем следующее дифференциальное 

уравнение для перемещений:  
2 ( ) ( ) ( )

2 2

1
0

k k k
r r rd u du u

dr r dr r
+ − = .  (6) 

Решение этого уравнения имеет вид  
( )k k
r k

B
u A r

r
= + ,  (7) 

где kA  и kB  – некоторые постоянные. Постоянные kA , kB  и 1C  определяются из 

граничных условий  
(1) ( 0)ограниченоru r → ,  
(1) (2)

0 0( ) ( )r ru r R u r R= = = ,  (8) 
(1) (2)

0 0( ) ( )rr rrr R r Rσ σ= = = ,  
(2) ( ) 0rr r Rσ = =  

и условия равновесия 0zzS
dSσ ′ =∫ , где S  – поперечное сечение нанопроволоки, а 

S ′  – параметр интегрирования. Решение системы (8) дает  
2

1 1(1 (1 3 ) ) 0
2(1 )

f
A a Bν ν

ν
= + + − , = ,

−
 

2 2 2
2 2 0 1

1 3 1

2(1 ) 2(1 )
A fa B fR C fa

ν ν
ν ν

− += , = , = ,
− −

 (9) 

 
где 0a R R= / . Напряжения несоответствия f

ijσ  получаются теперь из (2), (4), (7) и 

(9):   
2 2 2 2

0 0 0( 1) ( ) ( ) ( )f
rr a R r a R r r Rσ σ ∗  = − Θ − + − / Θ − ,   (10a) 

2 2 2 2
0 0 0( 1) ( ) ( ) ( )f a R r a R r r Rθθσ σ ∗  = − Θ − + + / Θ − ,   (10b) 

2 2
0 02 ( 1) ( ) ( )f

zz a R r a r Rσ σ ∗  = − Θ − + Θ − ,   (10c) 

где (1 ) (1 )Gfσ ν ν∗ = + / − , а ( )xΘ  – функция Хэвисайда ( ( ) 1xΘ =  при 0x >  и 
( ) 0xΘ =  при 0x < ).   

 Отметим, что недавно поле напряжений, действующее в двухслойной 
нанопроволоке с дилатационным несоответствием, было также рассчитано [35] для 
случая различных модулей сдвига ядра и оболочки. В частном случае, когда модули 
сдвига обоих слоев нанопроволоки равны, выражения для напряжений несоответствия, 
полученные в [35], совпадают с формулами (10). Эти формулы будут использованы в 
следующих параграфах для определения условий зарождения дефектов несоответствия 
в двухслойных нанопроволоках.  
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 В заключение настоящего параграфа отметим также, что кроме напряжений 
несоответствия в двухслойных нанопроволоках действует сила поверхностного 
натяжения, создаваемого свободной поверхностью нанопроволоки. Сила 
поверхностного натяжения эквивалентна действию на поверхности нанопроволоки 
распределенной сжимающей радиальной нагрузки rq Rγ= / , где γ  – удельная 

поверхностная энергия оболочки нанопроволоки. Эта нагрузка создает в 
нанопроволоке дополнительные однородные напряжения [37] rr Rθθσ σ γ= = − / , 

2zz Rσ νγ= − / , которые в общем случае также следует учитывать при расчете условий 

образования дефектов несоответствия. Вместе с тем при обычно встречающихся 
значениях несоответствия ( 0 01f| |> . ) напряжения, создаваемые силой поверхностного 
натяжения, малы по сравнению с напряжениями несоответствия. Например, для 
нанопроволоки GexSi 1 x− /Si с 0 25x = .  (что соответствует 0 01f ≈ − . ) с учетом 

значений упругих модулей Ge [38] ( 40G =  ГПа и 0 26ν = . ) получаем следующее 
характерное значение σ ∗  напряжений несоответствия: 0 68σ ∗ ≈ .  ГПа. В то же время 
для характерных значений поверхностной энергии Ge ( 1 5γ = .  Дж/м 2 ) и радиуса 
нанопроволоки ( 30R =  нм) имеем: 0 05Rγ / = .  ГПа, что гораздо меньше значения 

σ ∗ . В связи с этим в дальнейшем мы будем пренебрегать влиянием поверхностного 
натяжения на условия формирования дефектов несоответствия в двухслойных 
нанопроволоках.  

3. Дислокация несоответствия в двухслойной нанопроволоке 

Напряжения несоответствия в двухслойной нанопроволоке могут быть 
аккомодированы путем зарождения в ней различных дефектов: дислокаций, 
дисклинаций, дислокационных стенок и дислокационных петель. В этом параграфе мы 
проанализируем условия зарождения одиночной краевой дислокации несоответствия 
(ДН) на межфазной границе ядра и оболочки нанопроволоки [33,34] (рис. 2a). 
 Для однослойных и многослойных пленок на подложках с плоскими 
поверхностями подобная задача решалась ранее путем вычисления упругой энергии 
системы с ансамблем ДН и ее минимизации по плотности дислокационного 
ансамбля [39–48]. В работе [33] была использована другая расчетная схема, 
предложенная в [49] для анализа зарождения ДН в тонкой двухслойной пластине. 
Данная схема основана на сравнении упругой энергии системы в когерентном 
состоянии (без ДН) и полукогерентном состоянии, в котором межфазная граница 
содержит единственную (первую) ДН, частично аккомодирующую напряжения 
несоответствия. В когерентном состоянии (до зарождения первой ДН) упругая энергия 

fW  двухслойной нанопроволоки связана только с напряжениями несоответствия. 
Энергия fW  может быть рассчитана с помощью выражений для поля напряжений 
несоответствия в двухслойной нанопроволоке. Однако в вычислении энергии fW  нет 
необходимости, так как для определения условий зарождения ДН необходимо знать 
только изменение энергии системы, вызванное этим дефектом.  
 При наличии ДН энергия двухслойной цилиндрической нанопроволоки 
изменяется на величину  

d d int cW W W W∆ = + + ,  (11) 

где dW  – собственная упругая энергия ДН (упругая энергия нанопроволоки с 
дислокацией в отсутствие поля напряжений несоответствия), intW  – энергия 
взаимодействия ДН с полем напряжений несоответствия, а cW  – энергия ядра ДН. 
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Поскольку внедрение ДН должно уменьшать полную энергию системы, необходимое 
условие зарождения ДН имеет вид  

0dW∆ < .  (12) 
 Для определения области параметров (радиуса ядра 0R , толщины оболочки H  

и несоответствия f ), при которых выполняется неравенство (12), вычислим величины 
dW , intW  и cW , входящие в формулу (11). Предположим, что линия ДН параллельна 

оси цилиндра и имеет декартовы координаты 0x x=  и 0y R=  (рис. 3). 

 
Рис 3. Дислокация в цилиндре. 

 
 Вектор Бюргерса ДН направлен вдоль оси x . Функция напряжений такой 
дислокации была получена А.Е. Романовым в 1992 г. из соответствующей функции 
напряжений [31] для дисклинации мощности ω  с линией, параллельной оси цилиндра, 
но не совпадающей с ней. Для этого дислокация была представлена в качестве диполя 
клиновых дисклинаций мощности ω  и ω− , находящихся на расстоянии b ω/  друг 
от друга [31]. Полученная таким образом функция напряжений для дислокации имеет 
следующий вид:  

22 2 2 22 2 2 2
0 0 0

0 2 2 2 2 2 2

( )( )
( ) ln

2

R r R x R RDb C r yR P
y R

P R R C r C
χ

 − + −= − + + , 
 

 (13) 

где 2 2 2
0 0( ) ( )P x x R y= − + − , ( ) ( )2 2

2 2

2 22
0 0

R R
r r

C x x R y= − + − , 2 2 2r x y= + , 

[2 (1 )]D G π ν= / − .  

 Теперь собственная упругая энергия дислокации dW  (на единицу ее длины) 
определяется выражением [50]  

0
0( )

2 c

Rd d
xxR r

b
W x x y dyσ

+
= − = , .∫  (14) 

В формуле (14) cr  обозначает радиус ядра дислокации, а напряжение d
xxσ  

рассчитывается по формуле [37]  
2

2
d
xx y

χσ ∂= .
∂

 (15) 

С учетом (15) и условия 0 0x =  формула (14) представима в виде  

0 0 0( 0 0 ) ( 0 0 )
2

d
c

b
W x x y R r x x y R

y y

χ χ ∂ ∂= = , = , = + − = , = , = . ∂ ∂ 
 (16) 

Подстановка (13) в (16) дает:  
2

0 0 0 0 0 0
2 2

0 0 0

( 2)( )( 2 )[2 ( 2 ) 1 2 ] (2 )
ln

2 2[ (2 ) ]
d h h h r h r h h r r h h r rDb

W
h r h r r

 − − − − − − − + − + −= + , − + + 
 (17) 

где h H R= /  определяет отношение толщины оболочки к внешнему радиусу 

I.A. Ovid’ko, A.G. Sheinerman88



 

нанопроволоки, а 0 cr r R= / .  

 Упругая энергия intW  взаимодействия ДН с полем напряжений несоответствия 
(на единицу длины дислокации) рассчитывается по формуле [50]  

0
0( 0 )

Rint f
xxR

W b x x y dyσ= − = = , ,∫  (18) 

где 0 0( 0 ) ( 0 )f f
xx x x y x x yθθσ σ= = , = = = , . Из (10b) и (18) следует, что  

02 (1 ) ( 2)intW DbR h hπ ν= + − .  (19) 

 Энергия cW  ядра дислокации примерно равна 2 2Db /  [51].  
 В результате вычислений из (11), (12), (17) и (19) мы получаем следующий 
критерий зарождения ДН:  

0( )cf f R H> , , (20) 

где  

0( )cf R H, = 0 0 0 0
2 2

0 0

( 2)( )( 2 )[2 ( 2 ) 1 2 ]
1

2[ (2 ) ]

h h h r h r h h r r

h r h r

 − − − − − − − ++ − + +
 

  0 0

0 0

(2 )
ln

4 (1 ) (2 )

h h r r b

r R h hπ ν
− + −+ . + −

         (21) 

В формуле (21) 0( )cf R H,  обозначает критическое несоответствие, при превышении 

которого формирование ДН на межфазной границе нанопроволоки энергетически 
выгодно.  
 Поверхность 0( )cf R H f, =  в пространстве параметров 0( )R H f, ,  показана на 

рис. 4 для 0 3ν = .  и 0 4cr b= = .  нм. 

 
Рис. 4. Поверхность 0( , )cf R H f=  отделяет область параметров α  зарождения ДН от 

области β , где ДН не зарождаются. 
 
Эта поверхность отделяет область α , в которой зарождение ДН энергетически 
выгодно, от области β , в которой зарождение такой ДН энергетически невыгодно.  

 В зависимости от соотношения радиуса ядра 0R  и толщины оболочки H  

возможны следующие варианты:  
 (i) Тонкая оболочка ( 0H R� ). В этом случае условие зарождения ДН следует из 

(20), (21) и условия 0 1R H/ � . Зарождение ДН энергетически выгодно, если толщина 
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оболочки превышает критическую толщину cH , определяемую при cH b�  из 

уравнения  
2 1

ln 8 (1 )
2

c c

c

H H
f

r b
π ν+ = + .  (22) 

Это уравнение для определения критической толщины тонкой оболочки 
нанопроволоки совпадает с уравнением для критической толщины тонкой плоской 
пленки на полубесконечной подложке [39]. Зависимость cH  от несоответствия f  

для случая 0 4cr b= = .  нм приведена на рис. 5.  

 
Рис. 5. Зависимость критической толщины cH  тонкой оболочки нанопроволоки от 

несоответствия f. 
 
 (ii) Малое цилиндрическое включение ( 0H R� ). Для малого цилиндрического 

включения условие зарождения ДН следует из (20), (21) и неравенства 0 1R H/ � . 

Зарождение ДН энергетически выгодно, если  

0 1
exp 4 (1 )

2

R
H b f

b
π ν < + + , 

 
 (23) 

то есть если толщина оболочки меньше некоторого критического значения. 
Неравенство (23) можно переписать в виде  

1
2

0

(ln )

4 (1 )

H
b b

R
fπ ν

−
> .

+
 (24) 

Из формулы (24) следует, что в случае малого цилиндрического включения 
зарождение ДН энергетически выгодно, если радиус 0R  включения превышает 

некоторое критическое значение. Если включение находится в бесконечной матрице 
( H → ∞ ), ДН на границе включения и матрицы не зарождаются ни при каком радиусе 
включения.  
 (iii) Толщины ядра и оболочки одного порядка ( 0R H≈ ). При этом в зависимости 

от параметров нанопроволоки могут реализовываться следующие варианты (рис. 6):  
 (a) Зарождение ДН энергетически невыгодно при любых значениях толщины 
оболочки. Этот случай изображен на рис. 6a, где горизонтальная линия 0 002f = .  не 

пересекает график функции 0( )cf R H, .  

 (b) Зарождение ДН энергетически выгодно, если толщина H  оболочки 
находится в некотором интервале 1 2c cH H H< < . Эта ситуация проиллюстрирована на 

рис. 6b, где горизонтальная линия 0 004f = .  пересекает график зависимости 

0( )cf R H,  в двух точках 1cH H=  и 2cH H= . 

 Как следует из рис. 6, если значение несоответствия f  меньше минимума 0f  

функции 0( )cf R H,  (рис. 6a), зарождение ДН на межфазной границе двухслойной 

нанопроволоки невыгодно ни при какой толщине оболочки. Поскольку 0f  
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увеличивается при уменьшении 0R , соотношение 0 0( )f f R<  можно переписать в 

виде 0 0 0( )cR R f< , где 0cR  – некоторый критический радиус ядра. Последнее 

соотношение означает, что при достаточно малом радиусе 0R  ядра ( 0 0cR R< ) ДН не 

зарождаются ни при какой толщине оболочки. С другой стороны, поскольку 
критическая толщина 1cH  уменьшается с увеличением толщины ядра, существует 

минимальное значение 1 0( )cH R → ∞  критической толщины оболочки (равное 

критической толщине пленки на полубесконечной подложке), до которого (при 

1 0(cH H R< → ∞ )) ДН не зарождаются ни при какой толщине ядра нанопроволоки. 

Следовательно, в двухслойной цилиндрической нанопроволоке ДН не формируются, 
когда толщина любого из двух слоев нанопроволоки достаточно мала, как и в случае 
двухслойной пластины конечной толщины [52–54].  
 

 
Рис. 6. Зависимость 0( , )cf R H , показанная для случая 0 100R b= . Горизонтальные 

линии соответствуют различным значениям несоответствия: (a) 0.002f = , дислокации 
несоответствия не зарождаются, (b) 0.004f = , зарождение одиночной дислокации 

несоответствия энергетически выгодно при 1 2c cH H H< < . 

 

 
Рис. 7. Зависимость критического несоответствия cf  от lg /H b  для 0 / 100R b =  

(кривая 1), 500 (2) и 1000 (3). 
 
 Для определения характера зависимостей 1cH , 2cH  и 0f  от 0R  критические 

несоответствия cf  как функции безразмерной толщины оболочки H b/  приведены 

на рис. 7 для различных значений 0R . Из рис. 7 следует, что с уменьшением 0R  
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величина 0f  увеличивается, а интервал 1[ cH , 2 ]cH  сужается. Следовательно, 

уменьшение радиуса ядра нанопроволоки затрудняет зарождение ДН в 
цилиндрической нанопроволоке. В частности, с уменьшением радиуса ядра 
увеличивается критическая толщина 1cH . Увеличение критической толщины 

зарождения ДН при уменьшении толщины подложки происходит и в двухслойных 
структурах, состоящих из плоской пленки и подложки конечной толщины [52,55], и 
связано с аккомодацией тонкой подложкой части напряжений несоответствия.  
 Обсудим теперь возможные механизмы зарождения ДН в двухслойных 
цилиндрических нанопроволоках. Как и для пленок на подложках с плоской 
поверхностью, наиболее вероятным способом формирования ДН на границе ядра и 
оболочки нанопроволоки является зарождение ДН на свободной поверхности 
нанопроволоки и их последующее движение (скольжение и/или переползание) к 
межфазной границе (рис. 8a). При этом векторы Бюргерса ДН на межфазной границе 
ориентированы относительно межфазной границы произвольным образом, поскольку 
плоскости скольжения оболочки пересекают межфазную границу под различными 
углами. К другим возможным механизмам зарождения ДН в двухслойной 
нанопроволоке относятся скольжение ДН к межфазной границе от дислокационных 
источников, зарождение на свободной поверхности нанопроволоки дислокационных 
полупетель с их последующим расширением и движением к межфазной границе, а 
также формирование частичных ДН и их дальнейшее слияние с образованием полных 
ДН. Кроме того, в двухслойной цилиндрической нанопроволоке возможны механизмы 
образования ДН, не реализуемые в пленках на подложках с плоской поверхностью. 
Примером такого механизма служит образование у свободной поверхности 
дислокационного диполя и его последующее скольжение к межфазной границе 
(рис. 8b). Поля напряжений дислокаций, составляющих диполь, экранируют друг друга. 
Как следствие, энергетический барьер, связанный с образованием диполя и его 
движением к межфазной границе, меньше, чем в случае изолированной дислокации 
(рис. 8a).  

 
Рис. 8. Механизмы зарождения дислокаций несоответствия в двухслойной 
нанопроволоке. (a) Зарождение дислокации на свободной поверхности и ее 
последующее движение к межфазной границе. (b) Зарождение дислокационного 
диполя на свободной поверхности и его последующее движение к межфазной границе. 
 
 Таким образом, критическими параметрами для зарождения ДН в двухслойной 
цилиндрической нанопроволоке являются несоответствие, радиус ядра нанопроволоки 
и толщина ее оболочки. ДН в такой нанопроволоке не формируются, если толщина 
одного из слоев (ядра или оболочки нанопроволоки) достаточно мала. Напротив, 
зарождение ДН в двухслойной нанопроволоке возможно, если толщины обоих слоев 
достаточно велики и не слишком сильно отличаются друг от друга. При этом 
критическая толщина оболочки нанопроволоки, при превышении которой в 
двухслойной нанопроволоке выгодно образование ДН, увеличивается с уменьшением 
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радиуса ядра нанопроволоки. 
 В заключение настоящего параграфа отметим, что условия образования 
дислокации в двухслойной цилиндрической нанопроволоке вида “ядро–оболочка” 
качественно совпадают с условиями образования дислокации несоответствия в 
цилиндрической нанопроволоке, состоящей из двух цилиндрических сегментов – 
цилиндрической пленки и цилиндрической подложки. (Пример нанопроволоки, 
состоящей из сегментов, приведен на рис. 1e.) Условия образования дислокации 
несоответствия на границе слоев такой нанопроволоки были рассчитаны в работе [56]. 
Оказалось [56], что критическая толщина цилиндрической пленки, при превышении 
которой в нанопроволоке образуется дислокация, увеличивается с уменьшением 
радиуса нанопроволоки и при некотором критическом радиусе нанопроволоки 
становится бесконечной. Если радиус сегментированной нанопроволоки меньше 
критического значения, дислокации в нанопроволоке не зарождаются ни при какой 
толщине пленки. 

4. Дисклинационные дефекты несоответствия в двухслойной цилиндрической 
нанопроволоке 

В предыдущем параграфе были определены условия энергетической выгодности 
зарождения дислокации несоответствия в двухслойной цилиндрической 
нанопроволоке. В настоящем параграфе мы рассмотрим критические параметры 
зарождения в такой нанопроволоке дисклинационных дефектов несоответствия [57]. 
Дисклинации представляют собой дефекты ротационного типа, отвечающие за поворот 
кристаллической решетки [31]. Частичные клиновые дисклинации могут быть связаны 
со стыками двойников, границ зерен или фрагментов [31]. Они наблюдаются, 
например, в вершинах двойников, в частности, в тонких эпитаксиальных пленках Ge 
[58,59] и SiGe [60–62] на кремниевых подложках. Прямые экспериментальные 
свидетельства образования таких дисклинационных дефектов в системах с 
несоответствием были продемонстрированы в [58–62].  
 Рассмотрим сначала полную клиновую дисклинацию мощности ω−  в 
двухслойной цилиндрической нанопроволоке. Пусть линия дисклинации параллельна 
оси нанопроволоки и расположена на межфазной границе (рис. 2b). Введение 
дисклинации несоответствия изменяет упругую энергию двухслойной нанопроволоки 
на величину f

intW W W −∆ = +� � � , где W �  – собственная энергия дисклинации, а f
intW −�  

обозначает энергию взаимодействия дисклинации с полем напряжений несоответствия. 
Так как внедрение дисклинации должно уменьшать полную энергию системы, 
критерий зарождения дисклинации несоответствия (аналогичный критерию 
формирования ДН) имеет вид  

0W∆ < .�  (25) 
Собственная упругая энергия дисклинации определяется выражением [31]  

( )
2 2

22 1
8

D R
W a

ω= − ,�  (26) 

где 0a R R= / , как и ранее. Энергия взаимодействия дисклинации с полем напряжений 

несоответствия f
ijσ  представима в виде [31]  

0
0( ) ( )

Rf f
int R

W r R r drθθω σ− = − − ,∫
�  (27) 

где тангенциальная компонента ( )f rθθσ  определяется выражением (10b). Подстановка 

(10b) в (27) дает  
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2 2
0(1 ) ( 2 ln 1)f

intW D f R a aπ ω ν− = − + − − .�  (28) 

Подставляя (26) и (28) в (25), представим условие зарождения дисклинации 
несоответствия в виде  

cq q< ,  (29) 

где  

8 (1 )
q

f

ω
π ν

= ,
+

 (30) 

2 2

2 2

( 2 ln 1)

( 1)c

a a a
q

a

− −= .
−

 (31) 

 На рис. 9 представлена зависимость критического параметра cq  от a . 

Значение cq  изменяется от 0  для 0a =  до 1 2/  для 1a = . Критическое значение 

cω  модуля мощности дисклинации (определяемое выражением 8 (1 )c cf qω π ν= + | | ) 

изменяется от 0  для нанопроволоки с тонким ядром до 4 (1 ) fπ ν+ | |  для 
нанопроволоки с тонкой оболочкой. 
  

 
Рис. 9. Критические параметры cq  и dip

cq  дисклинации несоответствия и 

дисклинационного диполя как функции отношения 0 /R R  радиуса ядра 

нанопроволоки к ее внешнему радиусу. Кривые 0( / )cq R R  и 0( / )dip
cq R R  разделяют 

область I ( 0( / )dip
cq q R R<  зарождения дисклинаций несоответствия, область II 

( 0 0( / ) ( / )dip
c cq R R q q R R< < ) образования как дисклинаций несоответствия, так и 

дисклинационных диполей, и область III ( 0( / )cq q R R> ) формирования 

дисклинационных диполей. 
  
 Таким образом, если абсолютное значение ω| |  мощности дисклинации 

несоответствия меньше критического значения cω , ее появление на межфазной 

границе двухслойной нанопроволоки энергетически выгодно. Критическая мощность 
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дисклинации cω  прямо пропорциональна абсолютной величине несоответствия f| |  
и уменьшается при уменьшении отношения 0a R R= / , достигая нулевого значения 

при 0a = . Иными словами, зарождение клиновой дисклинации несоответствия 
определенно невыгодно в предельном случае тонкого цилиндрического включения 
внутри толстой оболочки. В то же время в остальных случаях зарождение дисклинации 
может быть выгодно, если мощность дисклинации достаточно мала. Это означает, что 
формирование дисклинации несоответствия можно рассматривать в качестве 
реального механизма аккомодации напряжений несоответствия в двухслойных 
нанопроволоках.  
  Как следует из вышеизложенного, в отличие от ДН, возможность формирования 
которой характеризуется критической толщиной оболочки, возможность зарождения 
дисклинации несоответствия зависит от ее мощности. Необходимо отметить, что 
подобный результат вряд ли будет справедлив, если мы введем в выражение для W∆ �  
дополнительные неупругие слагаемые, описывающие эффективную поверхностную 
энергию границы, соединяющей дисклинацию несоответствия со свободной 
поверхностью оболочки нанопроволоки или другой дисклинацией (см., 
например, [58–62]), если дисклинации являются частичными [31], или эффективную 
энергию ядра дисклинации, если дисклинация является полной [31]. В любом случае 
введение неупругих слагаемых привело бы к наличию некоторой минимальной 
критической толщины оболочки для зарождения дисклинации.  
 Рассмотрим теперь необходимые условия образования в нанопроволоке диполя 
клиновых дисклинаций (рис. 2c). Предположим, что одна из дисклинаций диполя 
расположена на межфазной границе, а другая в оболочке. Пусть также вторая 
дисклинация диполя расположена таким образом, что она минимизирует вызванное 
диполем изменение энергии dipW∆ . Иными словами, дисклинации, составляющие 
диполь, находятся в положениях равновесия. Критерий формирования такого диполя 
получается из условия уменьшения упругой энергии нанопроволоки при образовании 
диполя и предположения о том, что дисклинации, составляющие диполь, находятся в 
положении равновесия. Опуская детали вычислений, приведенные в [57], запишем 
сразу окончательный результат. Условие образования дисклинационного диполя имеет 
вид:  

( )dip
cq q a> ,  (32) 

где ( )dip
cq a  – рассчитываемая численно функция, график которой приведен на рис. 9.  

 Как следует из результатов расчетов [57], плечо рассматриваемого диполя 
увеличивается с уменьшением параметра q  и соответственно уменьшается при 
увеличении q . В предельном случае q → ∞  дисклинации аннигилируют. Когда 

dip
cq q= , дисклинации отталкиваются на любом расстоянии. При этом дисклинация ω  

достигает свободной поверхности и исчезает, и дисклинационный диполь 
трансформируется в дисклинацию.  
 На рис. 9 изображена диаграмма состояния системы в координатах ( 0R R/ , q ). 

На этой диаграмме выделены области I , II  и III , в которых образование 
дисклинаций несоответствия и/или дисклинационных диполей энергетически выгодно. 
В области I  ( dip

cq q< ) выгодно формирование дисклинации несоответствия, в области 

II  ( dip
c cq q q< < ) возможно зарождение как дисклинаций, так и дисклинационных 

диполей, а в области III  ( cq q> ) могут зарождаться только дисклинационные диполи. 

Необходимо отметить, что дисклинации и дисклинационные диполи определенной 
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мощности могут возникать при любых значениях толщины оболочки и радиуса ядра 
нанопроволоки.  
 Таким образом, в двухслойной нанопроволоке с заданными значениями 
параметров 0R , H  и f  возможно зарождение изолированных дисклинаций 

несоответствия и дисклинационных диполей с различными значениями мощности ω . 
В случае 8 (1 ) dip

cf qω π ν| |< + | |  могут формироваться лишь дисклинации 

несоответствия. При увеличении ω| |  становится возможным зарождение не только 
дисклинаций, но и дисклинационных диполей. Когда абсолютное значение ω| |  
мощности дисклинации достигает критического значения 8 (1 )c cf qω π ν= + | | , любая 

изолированная дисклинация несоответствия должна трансформироваться в 
дисклинационный диполь. При дальнейшем увеличении ω  принадлежащая диполю 
дисклинация ω , расположенная в оболочке, приближается к другой дисклинации ω− , 
расположенной на межфазной границе.  
 Наряду с изолированными дислокациями, дисклинациями и дисклинационными 
диполями, в работе [57] были рассчитаны условия образования в двухслойной 
цилиндрической нанопроволоке дислокационных стенок, а также конечных и 
бесконечных рядов межфазных дисклинаций. Оказалось, что критерии формирования 
дислокационных стенок и дисклинационных рядов схожи с критериями образования 
соответственно одиночных дислокаций и изолированных дисклинаций. Однако 
области параметров, при которых энергетически выгодно зарождение дислокационных 
стенок и дисклинационных диполей, уже, чем соответствующие области параметров, в 
которых энергетически выгодно образование соответствующих одиночных дефектов. 
В частности, образование ряда дисклинаций энергетически выгодно в определенной 
области мощности дисклинаций и несоответствия. Условие образования такого ряда 
имеет вид: cNω ω| |< , где cNω  – критическая мощность дисклинаций, уменьшающаяся 

с уменьшением расстояния между ними.  
 Таким образом, формирование изолированных дисклинаций несоответствия и 
их устойчивых ансамблей на межфазной границе двухслойной нанопроволоки 
возможно, если абсолютная величина мощности дисклинаций меньше критического 
значения. В отличие от одиночных дисклинаций, для равновесных двухосных 
дисклинационных диполей не существует верхней границы для мощности ω  
составляющих их дисклинаций. Увеличение мощности дисклинаций просто 
сопровождается уменьшением равновесного плеча диполя. Напротив, при уменьшении 
ω  плечо диполя увеличивается до тех пор, пока одна из дисклинаций не выходит на 
свободную поверхность и диполь не превращается в одиночную дисклинацию. Этому 
соответствует минимально возможная мощность равновесного диполя dip

cω .  

5. Дислокационные петли в двухслойной цилиндрической нанопроволоке 

 Еще один способ релаксации напряжений несоответствия в двухслойной 
цилиндрической нанопроволоке заключается в образовании в ней призматических 
дислокационных петель [35,63] (рис. 10). Как уже было упомянуто выше, такие 
дефекты наблюдались в двухслойных кристаллических нанопроволоках GaN–GaP [11], 
GaP–GaN [11] и Ge–Si [1]. Формирование таких дефектов может осуществляться 
различными способами. Образование призматической дислокационной петли (рис. 11) 
возможно, например, посредством зарождения на свободной поверхности 
нанопроволоки дислокационной полупетли (рис. 11a), ее движения к межфазной 
границе (рис. 11b), последующего расширения в плоскости поперечного сечения 
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цилиндра (рис. 11c) и “схлопывания” двух дислокационных сегментов 
противоположного знака, соединяющих межфазную границу со свободной 
поверхностью (рис. 11d). Зарождение дислокационной полупетли происходит на 
свободной боковой поверхности нанопроволоки (рис. 11a), где этой полупетле проще 
всего образоваться в месте концентрации напряжений, например, на поверхностной 
ступеньке. Последующее расширение образовавшейся полупетли в плоскости 
поперечного сечения нанопроволоки осуществляется посредством ее переползания 
(рис. 11). Таким образом, образование дислокационных петель путем переползания 
дислокационных полупетель, зарождающихся на свободной поверхности, является 
довольно медленным процессом, скорость которого определяется скоростью миграции 
точечных дефектов, осуществляющих переползание дислокационных полупетель.  

 
Рис. 10. Призматическая дислокационная петля в двухслойной нанопроволоке. 

 

 
Рис. 11. Зарождение дислокационной петли в двухслойной нанопроволоке по 
механизму переползания. b обозначает вектор Бюргерса дислокационной (полу)петли. 
 

 
Рис. 12. Зарождение дислокационных петель в двухслойной нанопроволоке по 
механизму скольжения. (a) Нанопроволока в начальном когерентном состоянии. (b) и 
(c) Зарождение призматических дислокационных петель на верхней и нижней 
свободных поверхностях нанопроволоки и их последующее скольжение к центральной 
части нанопроволоки. 
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 Кроме образования дислокационных петель по механизму переползания 
(рис. 11) их формирование может осуществляться по механизму скольжения (рис. 12). 
В этом случае призматические дислокационные петли зарождаются на верхней и 
нижней свободных поверхностях нанопроволоки конечной длины и затем скользят к ее 
центральной области (рис. 12). Действие этого механизма может быть наиболее 
существенно в коротких нанопроволоках. Заметим, что механизмы переползания и 
скольжения могут действовать одновременно. В этом случае механизм переползания, 
связанный с зарождением полупетель на боковой поверхности нанопроволоки, может 
доминировать в ее центральной области, а механизм скольжения, требующий 
предварительного образования дислокационных петель на верхней или нижней 
поверхности нанопроволоки, наиболее эффективен вблизи этих поверхностей (рис. 13).  

 
Рис. 13. Одновременное действие механизмов скольжения и переползания для 
формирования призматических дислокационных петель в двухслойной нанопроволоке. 
 
 Рассмотрим условия формирования призматической дислокационной петли на 
межфазной границе двухслойной нанопроволоки (рис. 10). Для этого введем 
цилиндрическую систему координат ( r , θ , z ), ось z  которой совпадает с осью 
нанопроволоки. Пусть центр петли лежит на оси нанопроволоки 0r = , а сама петля 
расположена в плоскости 0z =  и имеет радиус 0R  и вектор Бюргерса zzb b e= . При 

образовании межфазной дислокационной петли энергия двухслойной нанопроволоки 
изменяется на величину l l f cW W W W−∆ = + + , где lW  – собственная упругая энергия 
дислокационной петли, l fW −  – энергия ее взаимодействия с упругим полем 
напряжений несоответствия, а cW  – энергия ее ядра. Как и ранее, в качестве критерия 
формирования такой петли выберем энергетический критерий, то есть требование 
уменьшения энергии системы при образовании дефекта. Тогда необходимое условие 
образования дислокационной петли имеет вид:  

0l l f cW W W W−∆ = + + < .  (33) 
Для расчета энергии lW , входящую в формулу (33), в следующем параграфе мы 
получим выражения для поля напряжений, создаваемых дислокационной петлей в 
цилиндре.  
 5.1. Поле напряжений дислокационной петли в цилиндре. Задачам об 
упругих полях круговых дислокационных петель посвящено большое количество работ. 
Упругие поля круговых дислокационных петель были рассчитаны для петель, 
расположенных в изотропной бесконечной среде [64–73], изотропном 
полупространстве [74–76], двухфазном материале с плоской границей раздела [77–81], 
изотропной [82] и анизотропной [83] пластине, а также упругой сфере [84]. Указанные 
решения, однако, не подходят для расчета энергии дислокационной петли в 
нанопроволоке. Поэтому в настоящем параграфе мы рассчитаем поля напряжений 
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круговой призматической дислокационной петли в упругоизотропном цилиндре [63].  
 Для расчета поля напряжений l

ijσ  дислокационной петли в цилиндре (см. 

рис. 10) мы представим его в виде l v
ij ij ijσ σ σ∞= + , где ijσ ∞  – поле напряжений, которое 

такая петля создавала бы в бесконечной среде, а v
ijσ  – дополнительное поле 

напряжений, необходимое для удовлетворения граничных условий на свободной 
поверхности цилиндра r R= . Эти граничные условия имеют вид: 

( ) ( ) 0v
rk rkr R r Rσ σ∞ = + = = , где k r zθ= , , .  

Выражения для поля напряжений ijσ ∞  имеют вид [73,77,79]   

1 2
(1 1 0) (1 0 2) (1 0 1) (1 1 1)rr

z
M J z J J J

r r

νσ ∞ − | | = − , ; + | | , ; − , ; − , ; ,  

�
�

� �
       (34a) 

2 1
(1 1 0) 2 (1 0 1) (1 1 1)

z
M J J J

r rθθ
νσ ν∞ − | | = − , ; − , ; + , ; ,  

�

� �
        (34b) 

[ (1 0 1) (1 0 2)]zz M J z Jσ ∞ = , ; + | | , ; ,�            (34c) 

(1 1 2)rz M z Jσ ∞ = , ; ,�              (34d) 

0r zθ θσ σ∞ ∞= = .               (34e) 

В формулах (34) 0r r R= /� , 0[2(1 ) ]zM Gb Rν= / − , ( )J m n p, ;  – интегралы 

Лифшица-Ханкеля, определяемые соотношениями [85] 

0

( ) ( ) ( ) z t p
m nJ m n p J t J r t e t dt

∞
−| |, ; = ∫
�

� , где 0z z R= /� , а ( )mJ t  – функции Бесселя 1 рода 

порядка m .  
 Прежде чем приступить к расчету поля напряжений v

ijσ , заметим, что 

рассматриваемая задача о призматической дислокационной петле в цилиндре является 
осесимметричной и в ней отсутствует кручение. Следовательно, поле напряжений v

ijσ  

не зависит от θ , а его компоненты v
rθσ  и v

zθσ  равны нулю. Для такого поля 

напряжений можно ввести функцию напряжений φ , удовлетворяющую 
уравнению [37] 0φ∆∆ = , где ∆  – оператор Лапласа. В цилиндрических координатах 

оператор Лапласа имеет вид 
2

2 2

2 2 2 2
1 1
r rr r zθ

∂ ∂ ∂
∂∂ ∂ ∂

∂∆ = + + + . Поскольку функция напряжений 

φ  не зависит от θ , 
2 2

2 2
1
r rr z

φ φ φφ ∂ ∂ ∂
∂∂ ∂

∆ = + + . Напряжения v
ijσ  выражаются через функцию 

напряжений φ  с помощью соотношений [37]  
2

2

1v v
rr z r z r rθθ

φ φσ ν φ σ ν φ∂ ∂ ∂   ∂= ∆ − , = ∆ − ,  ∂ ∂ ∂ ∂  
          (35) 

2 2

2 2
(2 ) (1 )v v

zz rzz z r z

φ φσ ν φ σ ν φ∂ ∂   ∂ ∂= − ∆ − , = − ∆ − ,   ∂ ∂ ∂ ∂   
         (36) 

0v v
r zθ θσ σ= = .                (37) 

Следует отметить, что rrσ ∞  является четной функцией z� , а rzσ ∞   нечетной функцией 

z� . Поскольку напряжения v
rrσ  и v

rzσ  связаны с напряжениями rrσ ∞  и rzσ ∞  

соотношениями ( ) ( )v
rr rrr R r Rσ σ ∞= = − =� �� �  и ( ) ( )v

rz rzr R r Rσ σ ∞= = − =� �� �  (где 0R R R= /� ), 

напряжения v
rrσ  и v

rzσ  также должны быть четной и нечетной функцией z�  
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соответственно. Следовательно, учитывая первую из формул (35) и вторую из формул 
(36), получаем, что φ  должна быть нечетной функцией z� .  
 Для случая сплошного бесконечного цилиндра функцию напряжений φ , 
нечетную относительно z� , можно представить в следующем общем виде [37]:  

3
0 1 0 2 1

0

[ ( ) ( ) ( ) ( )]sinM R k I r k r k k I r k kz dkφ ρ ρ
∞

= − ,∫ � � � �  (38) 

где 0 ( )I r k�  и 1( )I r k�  – модифицированные функции Бесселя первого рода порядка 0 и 

1 соответственно, а 1( )kρ  и 2 ( )kρ  – функции, определяющиеся из граничных 

условий.  
Подстановка в (38) уравнений (35) и (36) дает   

1
0 1

0

( )
( ) ( )v

rr

I r k
M I r k k

r k
σ ρ

∞  = − + 
 
∫

�
�

�
 

    } 3
0 1 2[(1 2 ) ( ) ( )] ( ) cosI r k r k I r k k k kz dkν ρ+ − + ,� � � �           (39a) 

31
1 0 2

0

( )
( ) (1 2 ) ( ) ( ) cosv I r k

M k I r k k k kz dk
r kθθσ ρ ν ρ

∞    = − + − ,  
   
∫

�
� �

�
       (39b) 

3
0 1 0 1 2

0

{ ( ) ( ) [2(2 ) ( ) ( )] ( )} cosv
zz M I r k k I r k r k I r k k k kz dkσ ρ ν ρ

∞

= − − + ,∫ � � � � �       (39c) 

3
1 1 1 0 2

0

{ ( ) ( ) [2(1 ) ( ) ( )] ( )} sinv
rz M I r k k I r k r k I r k k k kz dkσ ρ ν ρ

∞

= − − + .∫ � � � � �       (39d) 

Для определения величин 1( )kρ  и 2 ( )kρ , входящих в выражения для напряжений v
ijσ , 

введем в рассмотрение функции  

31
1 0 1 0 1 2

( )
( ) { ( ) ( ) [(1 2 ) ( ) ( )] ( )}

I r k
g r k M I r k k I r k r k I r k k k

r k
ρ ν ρ 

, = − + + − + , 
 

�
� � � � �

�
      (40) 

3
2 1 1 1 0 2( ) { ( ) ( ) [2(1 ) ( ) ( )] ( )}g r k M I r k k I r k r k I r k k kρ ν ρ, = − − + .� � � � �         (41) 

Будем искать 1g  и 2g  как четную и нечетную функцию k  соответственно. Заметим, 

что в этом случае напряжения v
rrσ  и v

rzσ  представляют собой (с точностью до 

постоянных множителей π  и iπ− ) обратные преобразования Фурье от функций 1g  

и 2g : 1
1( ) [ ]v

rr r z F gσ π −, =� � , 1
2( ) [ ]rz r z i F gσ π −, = −� � , где 1i = − , а 

1[ ]( ) (1 2 ) ( ) i k zF g k g k e dkπ
∞

−

−∞

= / ∫
�  – обратное преобразование Фурье. При этом для 

функции 1( )g r k,� , четной относительно k , обратное преобразование Фурье имеет вид 

1
1 1

0

[ ] (1 ) ( ) cosF g g r k kz dkπ
∞

− = / ,∫ � � , а для функции 2 ( )g k , нечетной относительно k , 

выполняется равенство 1
2 2

0

[ ] ( ) ( )sinF g i g r k kz dkπ
∞

− = / ,∫ � � . Применяя к напряжениям 

( )v
rr r zσ ,� �  и ( )v

rz r zσ ,� �  прямое преобразование Фурье ˆ[ ]( ) ( ) ( ) i k zF g k g k g z e dk
∞

−

−∞

= = ∫
�

� , 

получаем:  
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1 2

1
( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆv v

rr rz

i
g r k r k g r k r kσ σπ π

, = , , , = , .� � � �  (42) 

Теперь применение преобразования Фурье к граничным условиям 
( ) ( )v

rr rrR z R zσ σ ∞, = − ,� �� �  и ( ) ( )v
rz rzR z R zσ σ ∞, = − ,� �� �  на свободной поверхности цилиндра 

дает:  
( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆv v

rr rr rz rzR k R k R k R kσ σ σ σ∞ ∞, = − , , , = − , .� � � �  (43) 
Теперь из (42) и (43) следует, что  

1 2

1
( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆrr rz

i
g R k R k g R k R kσ σπ π

∞ ∞, = − , , , = − , .� � � �  (44) 

Подставляя в (44) выражения (40) и (41), приходим к следующей линейной системе 
уравнений для определения 1( )kρ  и 2 ( )kρ :  

11 1 12 2 1a a bρ ρ+ = ,  (45) 

21 1 22 2 2a a bρ ρ+ = ,  (46) 

где  

1
11 0

( )
( )

I R k
a I R k

R k
= − + ,

�
�

�
 (47) 

12 0 1(1 2 ) ( ) ( )a I R k R k I R kν= − + ,� � �  (48) 

21 1( )a I R k= ,�  (49) 

22 1 0[2(1 ) ( ) ( )]a I R k R k I R kν= − − + ,� � �  (50) 

а коэффициенты 1b  и 2b  выражаются через величины ( )ˆ rr R kσ ∞ ,�  и ( )ˆ rz R kσ ∞ ,�  с 

помощью соотношений 3
1 1 ( ) ( )ˆ rrb M k R kπ σ ∞= − / ,� , 3

2 ( ) ( )ˆ rrb i M k R kπ σ ∞= − / ,� . 

Подстановка в эти соотношения явных выражений [63] для ( )ˆ rr R kσ ∞ ,�  и ( )ˆ rz R kσ ∞ ,�  дает:  

1 1 1 02

2sign 2(1 )
( ) ( ) ( )

k
b I k R k K R k K R k

k R k

ν
π

   −= | | | | + | | + | |   | |   

� � �
�

 

           1
0 0

( )
( ) ( )

K R k
k I k K R k

R k

 | | − | | | | | | + , | |  

�
�

�
 (51) 

2 1 0 0 1

2
{ ( ) ( ) ( ) ( )}b R I k K R k I k K R k

kπ
= | | | | − | | | | ,

| |
� � �  (52) 

 
где 0 ( )K x  и 1( )K x  – модифицированные функции Бесселя 2 рода порядка 0 и 1 

соответственно. Решение системы уравнений (45) и (46) имеет вид  

1 22 2 12 2 11 1 21
1 2

11 22 12 21 11 22 12 21

b a b a b a b a

a a a a a a a a
ρ ρ− −= , = .

− −
 (53) 

  Из (40), (41), (47)–(53), четности функции 0 ( )I R k�  и нечетности функции 

1( )I R k�  следует, что требуемое условие четности функции 1g  и нечетности функции 

2g  относительно k  (см. выше) выполняется. Теперь поле напряжений v
ijσ  дается 

формулами (39) и (47)–(53), а суммарное поле напряжений l
ijσ  дислокационной петли 

в цилиндре равно сумме поля напряжений v
ijσ  и поля напряжений ijσ ∞ , определяемого 

формулами (34).  
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Рис. 14. Зависимости напряжений l

rrσ , l
rzσ , rrσ ∞  и rzσ ∞  от 0/r R  для случая 0/ 1z R = , 

0/ 2R R =  и 0.3ν = . (a) Зависимости 0( / )l
rr r Rσ  (непрерывная линия) и 0( / )rr r Rσ ∞  

(штриховая линия). (b) Зависимости 0( / )l
rz r Rσ  (непрерывная линия) и 0( / )rz r Rσ ∞  

(штриховая линия).  Напряжения приведены в единицах 0/ [2(1 ) ]zGb Rν− . 

 
 В качестве иллюстрации графики зависимостей l

rrσ  и l
rzσ  (в единицах 

0[2(1 ) ]zGb Rν/ − ) от r�  для случая 1z =� , 2R =� , 0 3ν = .  приведены на рис. 14. 

Штриховыми линиями на этих рисунках показаны напряжения rrσ ∞  и rzσ ∞ . Как видно 

из рис. 14, полученные выражения для напряжений l
rrσ  и l

rzσ  удовлетворяют 

граничным условиям на свободной поверхности цилиндра, а сами напряжения l
rrσ  и 

l
rzσ  существенно отличаются от напряжений rrσ ∞  и rzσ ∞ , создаваемых круговой 

призматической дислокационной петлей в бесконечной среде. 

 5.2. Критическое условие формирования петли. После расчета напряжений 
l
ijσ , создаваемых дислокационной петлей, вычислим изменение энергии W∆  при 

формировании такой петли. Собственная упругая энергия петли lW  рассчитывается 
по формуле [50]  

02

0 0
( 0)

2
cR rl lz

zz

b
W r z r dr d

π
σ θ

−
= , = ,∫ ∫ � �  (54) 

где cr  – радиус ядра дислокационной петли. Учитывая равенство l v
zz zz zzσ σ σ∞= +  и 

подставляя в (54) формулы (34c) и (39с) для zzσ ∞  и v
zzσ , перепишем (54) в виде 

2 2
0(1 ) ( )l

ccW r Db R Q R rπ= − ,�� � , где 0c cr Rr = /� , zb b=| |  – величина вектора Бюргерса 

петли,  
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1 2
1

0

( ) 2(2 ) ( )ln(8 ) 2
( ) { [ (1 )]c

c c

k krQ R r I k r
k

ρ ν ρ
π

∞ − −/ −, = − −∫
�� � �  

                                     3
2 2(1 ) [ (1 )] ( )}c cr I k r k k dkρ− − − ,� �  (55) 

а [2 (1 )]D G π ν= / − , как и выше. В формуле (55) первое слагаемое соответствует 
энергии дислокационной петли в бесконечной среде, а второе – разности энергий 
дислокационных петель в бесконечной среде и в цилиндре.  
 Энергия l fW −  взаимодействия дислокационной петли с упругим полем 
напряжений несоответствия рассчитывается по формуле [50]  

02

0 0

R
l f f

z zzW b r dr d
π

σ θ− = ,∫ ∫  (56) 

где f
zzσ  – компонента поля напряжений несоответствия, рассчитываемая по формуле 

(10c). Подстановка (10c) в (56) дает  
2 2 2

04 (1 ) (1 1/ )l f
zW Db R f Rπ ν− = − + − .�  (57) 

 Энергия cW  ядра дислокационной петли рассчитывается по формуле [51] 
2( 2)cW Db l≈ / , где 02l Rπ=  – длина линии дислокационной петли.  

 Подставляя выражения для энергий lW , l fW −  и cW  в неравенство (33), 
получаем следующее условие формирования дислокационной петли в двухслойном 
цилиндре: clf f| |> , где  

( )2
0

( (1 ) ( ) 1)

4 (1 ) 1 1/
c c

cl

b r Q R r
f

R R

π
π ν

− , += .
+ −

�� �

�
 (58) 

В формуле (58) clf  представляет собой критическое несоответствие для зарождения 

дислокационной петли с zb b= +  (если 0f > ) или zb b= −  (если 0f < ).  

 Зависимости критического несоответствия clf  от безразмерной толщины 

оболочки H b/  для 0 3ν = . , cr b=  и различных значений 0R  приведены на рис. 15.  

 
Рис. 15. Зависимости критических несоответствий clf  (непрерывные линии) и cf  

(штриховые линии) от толщины оболочки /H b  для 0 3ν = . , cr b=  и 0 / 10R b = , 20, 

30 (кривые 1 и 1', 2 и 2', 3 и 3' соответственно). 
 
Для сравнения на рис. 15 также показаны зависимости критического несоответствия 

cf  зарождения прямых межфазных ДН. Как видно на рис. 15, критическое 

несоответствие clf  уменьшается с ростом толщины оболочки H . При H → ∞  

(случай малого цилиндрического включения) зависимости ( )clf H b/  выходят на 
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постоянный уровень. Сравнение кривых ( )clf H b/  и ( )cf H b/  показывает, что при 

фиксированных значениях радиуса ядра оболочки 0R  и несоответствия f  с ростом 

толщины оболочки H  сначала становится выгодным образование ДН, а лишь затем 
формирование дислокационных петель. Вместе с тем в случае нанопроволоки с тонким 
ядром и относительно толстой оболочкой (толщина H  которой хотя бы в 3–4 раза 
больше радиуса ядра 0R ) образование дислокационных петель может быть выгодно 

даже при тех значениях f  и 0R , при которых формирование ДН энергетически 

невыгодно. 

 
Рис. 16. Критическое несоответствие clf  как функция радиуса ядра нанопроволоки 

0 /R b  для 0 3ν = . , cr b=  и / 5H b = , 10 и ∞  (кривые 1, 2 и 3 соответственно). 

 
 Зависимости 0( )clf R  для 0 3ν = . , cr b=  и различных значений H  

приведены на рис. 16. Как следует из рис. 16, clf  уменьшается с ростом 0R  (см. 

также рис. 15), стремясь при 0R → ∞  (случай тонкой оболочки) к своему 

наименьшему значению. При 0R → ∞  любые конечные участки поверхности 

оболочки и границы оболочки и ядра нанопроволоки можно считать локально 
плоскими. Как следствие, критическое несоответствие clf  для зарождения 

дислокационной петли в нанопроволоке с оболочкой толщиной H  и толстым ядром 
( 0R H� ) совпадает с критическим несоответствием для зарождения прямой ДН в 

пленке толщиной H  на толстой плоской подложке. На рис. 15 и 16 также видно, что 
критическое несоответствие clf  уменьшается с ростом толщины обоих слоев (ядра 

и/или оболочки) нанопроволоки. Таким образом, при заданном несоответствии f  
зарождение призматической дислокационной петли на границе слоев двухслойной 
нанопроволоки становится выгодно, если толщины ее слоев (ядра и оболочки) 
превышают критические значения.  
 
6. Выводы 
Завершая обсуждение критических условий зарождения различных дефектов 
несоответствия в двухслойных цилиндрических нанопроволоках вида “ядро–оболочка”, 
подведем некоторые итоги. Формирование дислокаций несоответствия в двухслойной 
нанопроволоке возможно при достаточно больших толщинах обоих ее слоев и при 
фиксированном радиусе нанопроволоки наиболее вероятно, если толщины ее слоев 
достаточно близки. Зарождение дисклинации несоответствия в двухслойной 
нанопроволоке может осуществляться, если мощность дисклинации ω  меньше 
некоторой критической мощности cω , которая определяется несоответствием f  и 

отношением 0R R/  радиуса ядра к наружному радиусу двухслойной нанопроволоки.  
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Образование призматической дислокационной петли в двухслойной нанопроволоке 
возможно, если толщины ее слоев (ядра и оболочки) превышают критические значения. 
Таким образом, отсутствие дислокационных дефектов в нанопроволоках вида 
“ядро–оболочка” требует, чтобы слои таких нанопроволок имели достаточно малые 
толщины, которые не слишком сильно отличаются друг от друга. 
 
 Работа выполнена при поддержке Программы Президиума РАН “Основы 
фундаментальных исследований нанотехнологий и наноматериалов” и Российского 
фонда фундаментальных исследований (грант 08-01-00225-a) (для И.А.О.), а также 
Правительства Санкт-Петербурга (для А.Г.Ш.). 
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